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Capitulo 1

Introducao

O planejamento da operagao energética do Sistema Interligado Nacional (SIN) é
feito com o apoio de uma cadeia de modelos de otimizacao cujo proposito é definir
uma meta de geracao para cada usina. Para o longo prazo, considera-se um
modelo de otimizacao estocastica multiestagio discretizado em bases mensais, onde
as usinas hidroelétricas sao representadas por reservatorios equivalentes de energia
(REE), vide ARVANITIDIS e ROSING [2]. Neste contexto, as tnicas incertezas
consideradas sao as energias naturais afluentes (ENA) em cada REE, isto ¢, a
energia elétrica que pode ser gerada a partir da vazao natural em um aproveitamento
hidroelétrico. Por defini¢ao, a vazao natural é a vazao que ocorreria em uma segao
do rio se nao houvesse, a montante, agoes antropicas na bacia, como a regularizagao
de reservatorios, as transposicoes de vazao e as captacoes para diversos fins.

A extensao de cinco anos do horizonte de planejamento torna impraticavel o uso
da maioria dos algoritmos de otimizacao estocastica para a resolucao numérica deste
problema. Um algoritmo que resolve satisfatoriamente o problema do planejamento
de longo prazo e é atualmente empregado no setor é o Stochastic Dual Dynamic
Programming (SDDP), vide PEREIRA e PINTO [50]. Entretanto, o algoritmo
SDDP possui certos requisitos que atestam o seu bom funcionamento, mas que
impoem algumas restri¢oes de modelagem, vide o apéndice [A]

O primeiro requisito do SDDP é o processo aleatéorio possuir componentes
independentes (SHAPIRO [63]). Porém, assumir que a afluéncia é um processo
independente desconsidera uma caracteristica importante do fenémeno que é a
correlacao temporal. Uma maneira de incorporar a informacgao da correlagao
temporal sem violar a independéncia necessaria para o SDDP ¢é ajustar as
afluéncias um modelo de séries temporais com termos de erros independentes.
A equacao do modelo ajustado é incluida como uma restricao do problema de
otimizacao estocastica. Assim, reescreve-se o problema de planejamento da operagao
considerando as afluéncias energéticas como varidveis e os termos de erro como os

tnicos parametros aleatorios.



O segundo requisito do SDDP é a linearidade do problema de otimizacao
estocéstica. Por isso, para incluir a equacao do modelo ajustado que representa
a evolucao das ENA’s como uma restrigao é necessario que essa seja expressa por
meio de uma féormula linear. Ou seja, a afluéncia deve ser uma funcao afim das
afluéncias passadas. Mesmo considerando a generalizacao do SDDP para problemas
de otimizacao estocastica convera a exigéncia de linearidade para as restrigoes
de igualdade se mantém, pois uma restricao nao linear de igualdade destréi a
propriedade de convexidade de um problema de otimizagao matematica.

Um candidato natural para modelar a série temporal de ENAs é o modelo
Periodico Autorregressivo (PAR) descrito em HIPEL e MCLEOD [28]. O PAR
consiste em um modelo Autorregressivo (AR) para cada més. Assim, sao levadas
em conta tanto as correlagoes temporais quanto a sazonalidade do processo.
Atualmente, o PAR é o modelo utilizado para o planejamento de longo prazo do SIN.
Entretanto, por ser um modelo com erro aditivo, a principal limitacao do PAR ¢é a
possibilidade de gerar valores negativos de afluéncias. Uma tentativa para contornar
esse problema (CEPEL [9]) introduziu como efeito colateral a dependéncia temporal
dos ruidos.

Com o intuito de superar essa dificuldade do PAR, propde-se nesta dissertagao
o modelo Periodico Vetorial Autorregressivo Multiplicativo (PVAR,,). Em sua
concepcao, o PVAR,,, representa a correlacao temporal e a sazonalidade de maneira
analoga ao PAR wvetorial (PVAR), porém com erros multiplicativos. Esta modificagao
do conceito de erro aliada a restri¢oes nos coeficientes que garantam previsoes sempre
positivas possibilita ao PVAR,, superar as limitagoes apresentadas pelo PAR. Vale
ressaltar que as propriedades e limitagoes apresentadas pelo PAR sao as mesmas
que a do PVAR. De forma anéloga ao PAR, no modelo PVAR,,, a afluéncia também
é uma funcao afim das afluéncias passadas e portanto sua utilizagdo conjuntamente

com o SDDP ¢ legitima.

1.1 Objetivo

O objetivo desta dissertacao é apresentar o modelo de séries temporais chamado
modelo periddico vetorial autorregressivo com termos de erros multiplicativos
(PVAR,,).

A vantagem do modelo PVAR,,, é gerar cenarios positivos de afluéncia e ser um
modelo linear, isto é, a afluéncia é uma funcao afim com coeficientes estocésticos
das afluéncias passadas. Adicionalmente, o modelo PVAR,, pode ser utilizado nos

procedimentos que suportam a elaboragao do planejamento da operacao do SIN.



1.2 Organizacao da dissertacao

Como a proposta do erro multiplicativo foi inspirada na metodologia com erro
aditivo, optou-se por revisar os fundamentos do modelo PVAR antes de se apresentar
o PVAR,,. Desta forma, é possivel estabelecer comparagoes entre os modelos e
buscar inspiracao sobre propostas para o PVAR,,.

A revisao do PVAR se inicia na segao [2] com as hipoteses béasicas sobre as
observacoes de ENA. Neste trecho, apresenta-se o conceito de estacionariedade e
ergodicidade, isto é, as hipoteses estatisticas fundamentais de séries temporais, e
como essas defini¢oes se estendem para processos perioddicos.

Na secao [2.2] define-se o modelo PVAR. Em seguida, discorre-se sobre
as condigoes nos coeficientes do modelo que garantem sua estacionariedade e
causalidade. Um PVAR causal é um PVAR estacionario onde os termos da série
podem ser expressos por uma combinagao linear infinita dos erros aditivos passados.
Ainda nesta sec¢ao, avalia-se as propriedades de um PVAR causal, onde constata-se
que sua previsao ¢ nao viesada e sua variancia condicional (volatilidade) ¢ constante
sazonalmente.

A secao se refere aos estimadores dos coeficientes do modelo. Neste trecho,
expoe-se o método de Yule-Walker, o método de minimos quadrados e o método de
minimos quadrados com restri¢ao nos coeficientes. A secao recapitula o conceito
de residuo. A secao descreve duas opgoes de modelagem para a distribuicao
dos ruidos: a normal multivariada e a log-normal multivariada a trés parametros.
A secao [2.6| compreende a identificacdo do modelo PVAR com a exposicao de dois
critérios: o critério de autocorrelagao parcial periddica e o Bayesian Information
Criterion (BIC). Por ultimo, a segao aborda o método usual de geracao de
cenarios.

A proposta do modelo PVAR,, é apresentada na secgao Conjectura-se que
exista uma condi¢ao sobre os coeficientes do PVAR,, que permita representar os
termos da séries em funcao dos ruidos multiplicativos passados. Esta representacao
seria 0 analogo multiplicativo da condigdo de causalidade do PVAR. Se essa
conjectura for verdadeira entao as previsoes do PVAR,, causal sao nao viesadas e sua
volatilidade depende sazonalmente do produto cruzado da previsao. Isto constituiria
uma evidéncia de que o modelo PVAR,,, é estruturalmente diferente do PVAR.

A secao apresenta o método de minimos quadrados com restricao nos
coeficientes para a estimacao do modelo PVAR,,. Os coeficientes obtidos dessa
forma aliados a ruidos multiplicativos positivos garantem cenarios de ENA sempre
positivos. No excerto seguinte, define-se o conceito de residuo do PVAR,,. Em
seguida, propoe-se a distribuicao empirica como um estimador nao paramétrico da

distribuicao dos ruidos multiplicativos e comenta-se o uso do critério BIC para a



identificacao do modelo.

A secao compreende o método de geragao de cenérios para o PVAR,,. Como
o estimador de ruidos sugerido é a distribuicao empirica, os cenarios gerados pelo
método usual s@o finitos, ja que o nimero total n de ruidos “observados” (residuos) é a
quantidade de observacoes da série temporal. Para superar essa dificuldade, propoe-
se dois métodos adicionais. Um método é baseado em componentes principais
que descorrelaciona os ruidos multiplicativos, sorteia um valor de cada componente
descorrelacionada e correlaciona-se as componentes do vetor gerado, ampliando para
n#3 o niimero de possiveis ruidos, onde #Sis ¢ a quantidade de REE’s. O outro
método é semelhante, porém ajusta-se uma distribuicao suave em cada componente
descorrelacionada e sorteia-se da distribuicao ajustada, tornando infinito o niimero
de possiveis ruidos.

O apéndice [A] apresenta uma breve introducao a programagao linear estocéstica.
O proposito deste material é ser um guia capaz de fornecer um panorama dos
principais resultados de otimizacao que estao ligados com este trabalho. Neste
sentido, este material contém a formulagao basica do problema de planejamento de
longo prazo bem como as respectivas reformulacoes que possuem o modelo PVAR e

PVAR,, como restrigoes.

1.3 Revisao bibliografica

A revisao bibliografica a seguir foi inspirada no livro de Hipel e McLeod (1994) e na

analise de alguns dos principais artigos de cada topico.

1.3.1 Modelos multivariados em hidrologia

A pesquisa em modelos multivariados voltados & hidrologia remonta ao inicio dos
anos 1960, quando pesquisadores como MAASS et al. [39] introduziram principios
estatisticos na area da hidrologia. Nas primeiras investigagoes, quase sempre a forma
exata do modelo era imposta antes de qualquer ajuste aos dados. Por exemplo,
alguns pesquisadores sugeriam usar um modelo VAR(1) enquanto outros propunham
um VARMA(1,1). Este tipo de procedimento pode resultar no uso de um modelo
que nao se ajusta bem aos dados, como reportado por FINZI et al. [20].

Num artigo pioneiro, FIERING [19] propés um modelo multivariado para
explicar o comportamento de duas séries, X; e Y;. O modelo de Fiering foi
posteriormente modificado por KAHAN [32] e LAWRANCE [38§].

MATALAS e WALLIS [41] sugeriu um model VAR(1) espacial (“multisite”, em
inglés) para uso na hidrologia. Seu modelo preserva as matrizes de covariancia

cruzada de lag zero e um. Ele também destacou que o modelo poderia ser



simplificado ao usar uma matriz diagonal nos coeficientes do VAR e descreveu
um procedimento de estimacao de parametros baseado no método dos momentos.
KUCZERA [35] esclareceu como obter o estimador de méxima verossimilhanca em
situagoes de dados faltantes para os parametros de um modelo VAR(1) usando
o algoritmo EM de DEMPSTER et al. [I6]. Com o intuito de considerar a
sazonalidade presente em algumas séries temporais, YOUNG e PISANO [76]
sugeriram primeiro dessazonalizar a série multivariada antes de ajustar o modelo
de Matalas. Além disso, eles construiram melhores procedimentos de estimagao e
sugeriram transformacgoes para a remocao da assimetria dos dados.

Com relagao aos modelos VAR(p), PEGRAM e JAMES [49] propuseram um
tipo de método de momentos para estimar os parametros. No caso de geracao de
cenarios de vazao eles sugerem a diagonalizagao das matrizes dos coeficientes do
VAR(p). Um modelo VAR(p) com pardmetros variando com a sazonalidade foi
proposto por SALAS e PEGRAM 58], os quais sugeriram o método dos momentos
e maxima verossimilhanca para estimar os parametros.

FRANCHINI et al. [21] desenvolveram um tipo de modelo VAR que possui
a caracteristica de preservar as sequéncias de longa duracao e reproduzir as
propriedades estatisticas das vazoes sazonais em mais de um posto situado em uma
dada bacia. Eles apontaram que o seu modelo é capaz de manter as correlagoes
espago-temporais sazonais, bem como as propriedades anuais das vazoes.

Em 1974, MEJIA et al. [45] consideraram a situacdo onde as séries hidrolégicas
sintéticas sao obtidas de uma mistura de distribuig¢oes. Para reproduzir os momentos
histéricos nas séries simuladas, eles propuseram uma transformacao dos dados
histéricos para a estimacao dos parametros do modelo. De acordo com STEDINGER
[67], este procedimento parece ter pouco fundamento estatistico. Ele mostra que a
estimativa direta a partir dos dados histéricos pode resultar em estimativas melhores
das correlagoes cruzadas “verdadeiras”.

STEDINGER [67] comparou diferentes abordagens para a estimagao da
correlacao em modelos de vazao multivariados. Ele concluiu que “parece haver
pouca justificativa estatistica para selecionar um modelo de vazao que reproduza
exatamente a correlacao histoérica observada ... e talvez a ligao mais importante a
ser aprendida ... é que as estimativas dos parametros de muitos modelos de vazao sao
imprecisas”. Portanto, “é muito razoavel usar estimativas estatisticamente eficientes
dos parametros, mesmo que nao se reproduza exatamente as médias, varidncias e
correlagoes das vazoes historicas” - STEDINGER e TAYLOR [68].

SALAS et al. [59] apresentaram uma ampla revisdo das varias abordagens
multivariadas de modelagem em hidrologia.

KELMAN et al. [33] criaram uma versao multivariada de um modelo proposto

por KELMAN [34] que modela separadamente membros ascendentes e descendentes



de hidrogramas diarios. A extensao multivariada do modelo segue a abordagem
sugerida por MATALAS [42].

SRIKANTHAN [66] propos um modelo multivariado para a simula¢ao de dados
climaticos diarios. A precipitacao diaria foi simulada usando um modelo Markoviano
multi-estado de primeira ordem enquanto que as demais variaveis climaticas foram
simuladas usando um outro modelo multi-estado (MATALAS [42]; RICHARDSON
[54]). NASSERI [47] usou um modelo AR multivariado de ordem um para gerar

precipitacao horaria para uma rede de pluvidémetros.

1.3.2 Modelos periédicos autorregressivos

Desde o inicio da década de 1960 uma quantidade consideravel de pesquisas tem sido
realizada na area de modelagem periddica. Esta pesquisa inclui contribuicoes de
autores tais como GLADYSHEV [23|, GLADYSHEV [24], JONES ¢ BRELSFORD
[31], TAO e DELLEUR [69], CROLEY II e RAO [I14], MCLEOD e HIPEL [43],
PAGANO [48], TROUTMAN [73], DUNSMUIR [17], TIAO e GRUPE [72], SAKAI
[57], SALAS et al. [59], CIPRA [I1I], CIPRA [I2], VECCHIA [74] e VECCHIA
[75], THOMPSTONE et al. [71], CIPRA e TLUSTY [13], JIMENEZ et al. [30] e
MCLEOD [44].

A fundamentacao da classe de modelos periddicos tem origem nos trabalhos de
GLADYSHEV [23] ¢ GLADYSHEV [24]. Esses artigos definiram o conceito de
estacionariedade para processos periodicos. O livro de HIPEL e MCLEOD |[2§]
descreve didaticamente o uso dos modelos PAR e PARMA, bem como sua aplicagao
na modelagem de sistemas hidricos. O artigo de RASMUSSEN et al. [53] discute a
estimacao e validagao de modelos PARMA univariados e multivariados aplicaveis a

hidrologia.

1.3.3 Modelos multiplicativos

Até a presente secao, todos os modelos supracitados possuem erros aditivos. Modelos
de séries temporais com erros multiplicativos sao temas recentes de pesquisa.
Algumas proposta sdo encontradas na literatura internacional: LANNE [37],
HAUTSCH [26], CIPOLLINI e GALLO [10], BROWNLEES et al. [7] e HAUTSCH
et al. [27]. No Brasil, BRAGA [5] ¢ FERREIRA [I§| propuseram um modelo

periddico de distribuicao gamma para os erros multiplicativos.



1.3.4 A origem da proposta do modelo periédico vetorial

autorregressivo multiplicativo

A proposta do modelo periddico vetorial autorregressivo multiplicativo (PVAR,,)
foi motivada pelo acordo de cooperacao técnica entre ONS e IE-UFRJ ocorrido
em 2012. Getulio B. da Silveira, Joari P. da Costa, Wilson Calmon e Murilo
Soares constataram que o modelo peridédico autorregressivo com erros multiplicativos
atendia ao requisito de linearidade da metodologia de otimizacao estocastica e
reproduzia satisfatoriamente os fatos estilizados da série de ENA. Neste projeto
também foram sugeridos estimadores para os parametros e distribuicao dos ruidos
multiplicativos, bem como técnicas de geracao de cenarios. Esta dissertagao foi
elaborada a partir da proposta metodolégica do acordo de cooperagao técnica
aliado a contribuicao adicional do método de minimos quadrados com restricao nos
coeficientes. Este estimador unido a ruidos multiplicativos positivos garante cenérios

de ENA sempre positivos.



Capitulo 2

O modelo PVAR

O modelo Periodico Vetorial Autorregressivo (PVAR) satisfaz aos requisitos do
SDDP. Atualmente, a versao do PVAR univariada com ruidos correlacionados é
utilizada no planejamento de longo prazo do SIN para representar a afluéncia
energética em cada REE. A seguir, serao revisadas as defini¢oes e conceitos basicos
ligados ao modelo PVAR.

2.1 Processos estacionarios e ergodicos

As hipoteses mais fundamentais na modelagem de séries temporais sao a
estacionariedade e a ergodicidade. De modo geral, a ideia de estacionariedade esta
relacionada as propriedades da série temporal que sao invariantes no tempo, como a
distribuicao conjunta das varidveis ou momentos. Ja a ergodicidade corresponde
a alguns parametros (momentos, tipicamente) da série poderem ser estimados
consistentemente a partir de seus analogos amostrais. Seja a; o vetor de ENAs
no tempo t onde cada componente representa a Energia Natural Afluente a um

dado REE. O processo estocéstico {a1, as, ...} é dito fracamente estaciondrio se

Ela:] = E[a/ 1]

, (21)
Cov [at, atir] = Cov [a@ii1, Qry14k]

para todo inteiro positivo t e k, isto é, se a respectiva média é constante e
a covariancia s6 depende do lag k. Adicionalmente, um processo estocastico

{a1,a,, ...} fracamente estacionario é dito ergddico se

. 1 d w.p.1
O DILALY

(2.2)
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para todo inteiro positivo t e k, ou seja, as médias temporais convergem com
probabilidade 1 (w.p.1) para as respectivas esperangas. Vale ressaltar que essas
defini¢coes seguem de forma analoga para momentos de ordem maiores do que 2.
Maiores detalhes podem ser encontrados no livro de HANNAN [25].

Apesar dessas hipoOteses serem os pressupostos usuais de estacionaridade e
ergodicidade, a analise da série de ENA indica que a esperanca de cada més
nao é constante, sugerindo que essas hipoteses nao sao adequadas. Uma hipotese
admissivel para a série de ENA é a invaridncia anual das propriedades de cada
més, ou seja, as caracteristicas da série temporal sao periodicas de periodo 12. As
defini¢coes de estacionaridade e ergodicidade anélogas a e para o caso
periodico serdao apresentados a seguir. O processo estocastico vetorial {aq, as, ...}

é dito periodicamente correlacionado de periodo S se

Ela:] = E[a;s]

, (2.3)
Cov [aty at+k] = Cov [at+S7 at+S+k]

para todo inteiro positivo t e k, isto é, se a respectiva média é constante modulo S e a
covariancia modulo S s6 depende do lag k. Adicionalmente, um processo estocastico
{a1,a,,...} periodicamente correlacionado de periodo S é dito periodicamente

ergodico se

N
. w.p.1
Jm g 2 s Elad]
vy , (2.4)
. w.p.1
]\lfl—IgoN——&—l 550, s = Elasa]]
v=0

onde s e u sao numeros entre 1 e S.
O valor s é chamado de esta¢do associada ao tempo t se somando S uma
quantidade suficiente de vezes a s se obtém t. Matematicamente, a estagao s

associada ao tempo ¢ pode ser expressa por
s=(t—-1)%S+1

onde a % b é o resto da divisdo de a por b. Com isso, é possivel afirmar que
num processo periodicamente ergodico como ([2.4) a média temporal dos termos
associados a estagao s converge com probabilidade 1 para a respectiva esperanca,

em toda estagao s.



2.2 Formulacao do modelo PVAR

Um processo aleatério {a;}°, com a; tomando valores em R? ¢ dito Peritdico

Vetorial Autorregressivo de periodo S e ordem p = (p1,...,ps), PVAR(p), seE]

Dt
a; =G+ 2 D, ,ai_, + €, (2.6)

v=1

para todo inteiro positivo ¢, onde os erros aditivos {€i, €z, ...} sdo independentes.
Para cada tempo ¢, os coeficientes ®, , e as ordens do modelo sao iguais modulo S; os
erros sao identicamente distribuidos médulo S com média zero e variancia constante

modulo S. Mais formalmente, para cada t:
® (4 =C(us e b, = Piysy;
® Pt = Dt+s;
® ¢, possui a mesma distribuicao de €;,s; e
e Ele] =0.

Vale ressaltar que o modelo PVAR apresentado é vetorial, pois {a,as, ...} é uma
série vetorial. Por conseguinte, ®;;,...,®;,, sao matrizes e (;, € sao vetores.
Observa-se também que o modelo VAR é o caso particular do PVAR quando os

coeficientes e a distribuicao do erro nao variam no tempo, isto é, quando S = 1.
Uma referéncia sobre modelos PVAR ¢ o livro de FRANSES e PAAP [22].

2.2.1 Estacionariedade e causalidade do PVAR

A secao [2.1] considera que as observagoes foram obtidas por um processo estocastico
{a1,a,, ...} periodicamente correlacionado. Assim, é instrutivo avaliar se a proposta
do modelo PVAR reproduz a propriedade de correlagao periddica . Esta
avaliacdo serda conduzida considerando sucessivamente os modelos AR(1), AR(p),
VAR(p) e finalmente PVAR(p).

1A definiciio do modelo PVAR apresentada na literatura, em geral, é a versdo centrada:

Pt
a; — by = Z (I)t,l/(atfu - /J’tfu) + €4, (25)

v=1

onde p, := E[a;]. A relagio entre o PVAR (2.6) e sua versdo centrada ¢ estabelecida ao
tomar a esperanca da equagcao e observar que (; ¢ igual a g, — >0 @4y, . A motivagao
da definigao estd na conveniéncia de seu uso na descricao do método de minimos quadrados
com restri¢gao nos coeficientes.
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Estacionariedade e causalidade de um AR(1)

Por simplicidade, considera-se inicialmente o caso particular univariado de um AR(1)

centrado (i.e. E[a;] = 0 para todo t):
ar = Qraz-1 + €, (2.7)

isto é, um PAR centrado de periodo e ordem iguais a 1. Com isso, o requisito de
correlagao periodica se reduz a estacionariedade fraca .

A analise de estacionariedade de um modelo de série temporal é guiada pelo
conceito de um processo linear. Diz-se que {ay, as, ...} é um processo linear se cada
termo a; pode ser representado pela seguinte combinagao linear infinita de termos

nao correlacionados:
o0
a= ), Vi (2.8)
j=—o0

para todo t, onde {€}7_
2

» € uma sequéncia de varidveis nao correlacionadas de

média 0 e varidncia 0®. Os coeficientes {1;}72_,, sdo constantes cuja respectiva
série converge absolutamente, ou seja, Z;p:foo ;] < o0.

A analise de estacionariedade pode ser reduzida a avaliar se o processo aleatério
{ai,as,...} & um processo linear. O teorema de decomposi¢ao de Wold garante que
todo processo fracamente estacionario é um processo linear ou pode ser transformado
em um processo linear ao subtrair sua componente deterministica (BROCKWELL
e DAVIS [6]). Por outro lado, todo processo linear {aj,as,...} é um processo

fracamente estacionario. Com efeito, como a média de cada €, é zero entao
a0 0
Ela] =B | >, ¢é | = Y, wE[E,]=0,
j=—00 j=—00

ou seja, a média de cada a, também é zero. Dado que as variaveis {€;}*, sao

descorrelacionadas entao

Covlat, asn) = Elazaris)

o0 o0]
=E Z (. Z Ur€iin—k
Jj=—00 k=—00
o0

_ 2 2 ViU E(E— € hi)

Jj=—0k=—00

e}
= > Wtbno?,
j=—00
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ou seja, a covariancia Cov|ay, ayp] s6 depende do lag h.

Uma ideia para verificar a estacionariedade fraca de um modelo AR(1) é
manipular a equacao com o intuito de produzir a representacao de um
processo linear. Se a série dos correspondentes coeficientes convergir absolutamente,
entao assegura-se que o processo aleatorio {ay, as, ...} é um processo linear. Assim,
prova-se que o modelo AR(1) ¢ fracamente estacionério.

No caso do modelo AR(1), uma ideia para se alcangar a representagao ({2.8])
de um processo linear é substituir sucessivamente a defini¢ao do modelo

autorregressivo nos termos antecessores a a;:

a; = € + Q10,1

=6+ P61 + ¢%at72

=€+ Q161+ F ¢If€t_k + ¢If+1at—k—1- (2.9)

Baseado na equagao (2.9)), a expressao geral para a; é
k .
a = Y dle; + S a i, (2.10)
3=0

para todo k inteiro positivo. Se |¢1| < 1, tem-se a motivagdo de representar a; por

meio dos ruidos aditivos passados até ¢:
w .
a =) dle;. (2.11)
j=0

A série (2.11)) satisfaz exatamente a definigdo de um processo linear, pois os ruidos

2

aditivos {e}2, s@o i.i.d.’s com média 0, varidncia o¢ e a série dos respectivos

coeficientes converge absolutamente:

= 1
) = ——— < .
2ol =

Além disso, a varidvel aleatoria definida como o limite da série satisfaz a
defini¢do do modelo AR(1). Por outro lado, se |¢;| = 1 entao a série dos coeficientes
de (2.11]) ndo converge absolutamente, mas isso nao significa que o modelo nao seja
um processo linear e sim que essa representacao nao é valida.

Uma outra maneira de representar os termos do modelo AR é substituindo a

definicao do modelo autorregressivo nos termos sucessores de a;. Pois, dada a

12



defini¢ao do modelo AR(1) para o termo a1,

Qi1 = G104 + €441,

¢é possivel reescrever a;, em fungao de a;;1:

—€tp1 T Apga

1

a; = = —¢1_1€t+1 + <Z51_lat+1-

Repetindo esse procedimento sucessivamente, obtém-se as identidades abaixo:

ar = —¢f1€t+1 + ¢f1at+1

= =@ 1 — D7 C€ria + P Cran

= =@ e — O 2o — 0 — b ek + Oy Py (2.12)

Baseado na equagao (2.12)), uma outra expressao para a; é

k
a =Y ¢ ey + b1 ar (2.13)

7=1

para todo k inteiro positivo. Se |¢1| > 1, tem-se a motivagdo de representar a; por

meio dos ruidos aditivos futuros a partir de t + 1:
w .
ay = Z _¢1_]6t+j- (2].4)
j=1

A série (2.14) satisfaz exatamente a definicdo de um processo linear, pois os ruidos

2

aditivos {€}, sao ii.d.’s com média 0, varidncia o® e a série dos respectivos

coeficientes converge absolutamente:

o0 —
el 1
o1 = = < 0.
;| ! L—|gu[7t | =1

Adicionalmente, a variavel aleatoria definida como o limite da série satisfaz a
definigdo do modelo AR(1).

Por fim, se |¢1] = 1 entdo nenhuma das séries dos coeficientes de e
converge absolutamente. Neste caso, o modelo AR(1) é nao estacionario. Com efeito,

supondo por absurdo que a série {a, a, ... } gerada pelo modelo autorregressivo seja

13



estacionaria é possivel notar a seguinte identidade:

Var[a; — ¢" " ay_n_1] = Var[a,] — 2071 Cov]ay, ay—n_1] + qb?(nﬂ) Var|a;_, 1]
= 27(0) — 207 y(n + 1). (2.15)

Por outro lado, relembrando a identidade ([2.10)):
ar = Z dlej + O an,
j=0
¢ possivel obter uma outra relagdo para Var[a; — QS?“at_n_l]:
Z ¢16t ]]
7=0
= Cov [Z ¢1€t is Z ¢15t ]]

=0 7=0

Var[a; — ¢ a;_,_1] = Var

I
[
-
&

I Cov [er—i, €1—j]

i=03j=0
=Y ¢t'0” = (n+1)o”. (2.16)
i=0
Igualando (2.15) com ([2.16) segue:
27(0) — 267 y(n 4+ 1) = (n + 1) (2.17)

Dividindo ambos os lados de (2.17)) por v(0), tem-se:

2~ 26" p(n+ 1) = (n+ 1)——

o (2.18)

onde p(n + 1) = 'y(n +1)/7(0) é a fungao de autocorrelagao de lag n + 1. Como o
lado esquerdo de ( ¢ limitado e o lado direito ¢ ilimitado em n, observa-se uma
contradi¢ao. Portanto, quando |¢1| = 1 o modelo AR(1) é néo estacionario.

Em suma, descreve-se trés possibilidades para um AR(1):

1. |¢1] < 1: O modelo é estacionario, pois é um processo linear. Cada termo a;
pode ser representado como uma combinagao linear infinita dos erros passados
até t:

— Z Pler . (2.19)
j=0
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Um modelo com essa caracteristica é dito causal.

2. |¢1] > 1: O modelo é estacionario, pois também é um processo linear. Cada
termo a; pode ser representado como uma combinagao linear infinita do erros

futuros a partir de t + 1:
w .
a = ¢ e, (2.20)
j=1

3. |¢1| = 1: O modelo é ndo estacionario.

A representagao é frequentemente vista como artificial, pois a observagao de
a; depende dos valores futuros de erro {€,1,€42,...}. B habitual em modelagem
de séries temporais estacionarias restringir a atencao a processos que dependam
apenas dos erros passados, ou seja, a processos causais. Nesta dissertagao considera-
se apenas modelos estacionérios causais (o0 que no caso de um AR(1) significa ¢; em

modulo ser menor do que 1).

Estacionariedade e causalidade de um AR(p)

Um outro ponto de vista da argumentacao anterior, importante para sua
generalizacao, é obtido observando que o modelo AR(1) pode ser escrito da seguinte

forma:
¢(B)a; = e, (2.21)

onde ¢(B) :=1— ¢ B e B é o operador de defasagem (ou backshift) que associa ay

a a;_1. Nesta perspectiva, as equagoes (2.19) e (2.20]) sao o resultado da aplicagao
da inversa do operador ¢(B) na equagao (2.21)):

a; = ¢(B) e (2.22)

A partir das expressoes resultantes é possivel extrair a inversa de ¢(B):

S, 1B ,se [¢] <1

p(B) = {0 ,
S7 0B se o] > 1

(2.23)

onde B ¢ o operador de defasagem aplicado j vezes, isto ¢, Ble, = ¢,_;, e B é
a inversa do operador de defasagem aplicada j vezes, ou seja, B¢, = ¢,,;. Além
disso, se |¢1| = 1 entdao o operador ¢(B) é nao inversivel, pois caso contrario o

modelo AR com esse coeficiente seria fracamente estacionério.
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Assim, um procedimento geral para se analisar a estacionariedade de um modelo
AR se baseia em buscar condigoes sobre os respectivos coeficientes que garantam
a existéncia da inversa do operador ¢(B). Adicionalmente, a inversa de ¢(B)
deve ser expressa por uma série de poténcia cujos coeficientes formam uma série

absolutamente convergente. Por exemplo, no caso de um modelo AR(p) centrado:
ar = Q141 + - + Gpas_p + €,

o operador ¢(B) ¢ definido por
O(B) = 1— 1B == g1

e a inversa deve ser expressa por

$(B)' = > B,

j=—00

onde a série formada pelos 1;’s converge absolutamente, isto &, Z;ifoo [Y;] < o0.
De acordo com o livro de BROCKWELL e DAVIS [6] (pag. 85) uma condi¢ao
necessaria e suficiente para a existéncia de ¢(B)~! ¢ o polinémio induzido por ¢(B)

nos complexos
p(z) =1— 12— — pp2°

nao ter nenhuma raiz na circunferéncia unitéria, ou seja,
p(z) =1—¢1z— - —¢,2" #0, para todo |z| = 1.
Por exemplo, o polinémio complexo induzido por ¢(B) no caso do modelo AR(1)
p(z) =1— ¢z,

possui uma tUnica raiz que é z* = 1/¢;. Observa-se que se |p;| < 1 ou |¢1] > 1
entao a raiz z* estd fora da circunferéncia unitaria complexa e portanto o modelo
¢ estacionario. Porém, se |¢1| = 1 entdo a raiz z* pertence a circunferéncia
unitaria e por isso o modelo é nao estacionéario. Pela mesma referéncia supracitada,
uma condigao necesséria e suficiente para ¢(B)~! produzir um modelo causal ¢ o
polinémio complexo induzido p(z) nao ter nenhuma raiz no disco fechado unitario,

isto é,
p(z) =1—¢1z2— - — @2 #0, paratodo |z] < 1.
Considerando o mesmo exemplo do AR(1), a raiz z* = 1/¢; ndo pertence ao disco
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fechado unitario se, e somente se, |¢1]| < 1.

Estacionariedade e causalidade de um VAR(p)

O conceito de causalidade para um processo multivariado é semelhante ao
correspondente univariado. Uma série temporal vetorial {ai,as,...} é dita um

processo linear se admite a seguinte representacao:

0
a; = Z \Iijt,j

j=—o0

para todo t, onde {€;}72 ., ¢ uma sequéncia de variaveis nao correlacionadas de
média 0 e matriz de covaridncia . Além disso, a série formada pelas componentes
da matriz ¥, deve convergir absolutamente. Um processo vetorial ¢ dito causal se

a variavel a; depende apenas dos ruidos passados até t, ou seja,

0
a; = Z \I/jet_j.
j=0

Um exemplo de um processo multivariado é o modelo autorregressivo vetorial (VAR).
O VAR centrado de ordem p é definido por

a; = ¢1at_1 + -+ @pat_p + €

para todo inteiro positivo ¢, onde os erros {€j,€y,...} sdo independentes,
identicamente distribuidos de média 0 e matriz de covariancia . Uma condicao
necesséria e suficiente descrita em BROCKWELL e DAVIS [0] (pag. 242) para que
o modelo VAR (p) seja causal é

det P(z) # 0, para todo |z| < 1, (2.24)
onde o polinémio P(z) é definido por
Plz) =1—®1z2—---—d,2P.
Observa-se que P(+) associa um ntimero complexo z a uma matriz complexa.

Estacionariedade e causalidade de um PVAR(p)

Finalmente, a definicao de causalidade para um processo multivariado periodico é
similar ao correspondente aperiodico. De acordo com JAHEL [29] e BOSHNAKOV

[4] uma série temporal {a@i,as,...} de média 0 é periodicamente causal se cada
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termo a; possui a seguinte representacao:
e}

a; = Z \:[jt,jet—j? (225)
j=0

onde V¥, ; sao matrizes S-periddicas, ou seja, ¥, ; = W, g, a série formada pelas
componentes da matriz ¥, ; somadas em j converge absolutamente e os ruidos
{€;j}72_» sao nao correlacionados, possuem média zero e matriz de covariancia
constante moédulo S. Uma condi¢ao necessaria e suficiente para a causalidade
periodica do modelo PVAR(p) ¢é descrita em JAHEL [29]. A ideia consiste em
converter o PVAR em um VAR de dimensao maior e aplicar a caracterizagao de

causalidade (2.24)) do VAR.

2.2.2 Propriedades do modelo PVAR causal

Considerando o modelo PVAR(p) ({2.6), define-se o Melhor Preditor Linear de a;

dada as observagoes até t — 1, ap_1) := (@1,...,as_1), por
pt
Prev[at | a[t_l]] = gt + Z @t7,jat_l,. (226)
v=1
Assume-se que as afluéncias com indice negativo ag,a_1,a_s,... sao condigoes

iniciais da série e que sao conhecidas. Tomando a esperanca condicional dadas
as observagoes até t — 1 em ambos os lados da equagao (2.6)), obtém-se a seguinte

relagao envolvendo a previsao de a;:

Pt
E [at | a[t—l]] =@+ 2 o, a0, , +E [Et | a[t—l]]

v=1

= Prev[at | a[t_l]] +E [Et ‘ a,[t_l]] . (227)

a[t—l]]

= Var [€ | ap_1)] - (2.28)

Analogamente, a variancia condicional é dada por:

bt
Var [at | a[t_l]] = Var [ (; + Z O, a0, + €

v=1

Como apresentado na se¢ao sobre a correlagao peridédica do PVAR, cada termo
a; de um PVAR causal (2.25) pode ser representado em fungao dos erros passados
até t. Como por hipotese os erros €; sao independentes, as varidveis a_1] e € sao

independentes. Desta forma, as equagoes (2.27) e (2.28), no caso de um PVAR
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causal, podem ser reescritas sem o condicionante a;_) no termo de erro €;:

E[a; | aj—1)] = Prev]a; | ap—yy] + E [&] , (2.29)
Var [a; | aj—17] = Var[e] . (2.30)

Por hipotese, a média do erro €; ¢ 0 e a variancia ¢ constante sazonalmente. Essas

informagoes modificam as expressoes (2.29)) e (2.30) da seguinte forma:

E |a; | ap—1)] = Prev]a; | aj—_q], (2.31)
Var [a; | aj—11] = 2, (2.32)

onde ¥; := Var[e] e ¥; = ¥;.s, ou seja, a previsdo de a; se torna igual a média
condicional e a variancia condicional (volatilidade) de a; se torna constante modulo
S. Uma interpretacao simples deste resultado é: as previsoes do modelo PVAR sao
nao-viesadas e a volatilidade depende apenas da sazonalidade e nao das observagoes

passadas.

2.3 Estimacao dos parametros

Nesta secao serao apresentados trés métodos de estimacao de parametros: o método
de Yule-Walker, o método de minimos quadrados e o método de minimos quadrados

com restricao nos coeficientes.

2.3.1 Método de Yule-Walker

O método de Yule-Waler se baseia em construir um sistema linear para os coeficientes
do modelo PVAR a partir de sua defini¢ao e propriedades. Esta construcao é feita de
modo que o nimero de equacoes seja igual ao nimero de incognitas e com isso seja
explicito o calculo deste estimador. A seguir, deduz-se o sistema linear utilizado
para calcular o estimador de Yule-Walker. Uma dedugao para o caso univariado
pode ser encontrada no livro de HIPEL e MCLEOD |[28].

O sistema de Yule-Walker é deduzido com base na versao centrada do modelo
PVAR:

Pt
ay — = Z (I)t,V(a't—u - M’tfu) + €, (233)

v=1

onde p, := E[a;]. A relagao entre o PVAR (22.6) e sua versao centrada (2.33)) é
estabelecida ao tomar a esperanca da equagao (2.6) e observar que (; ¢é igual a
py— >0 Dy p,,. Multiplicando em ambos os lados de (2.33)) por (a— — p,_s)"
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e aplicando a esperanca, obtém-se a seguinte equacao:

E[(a; — p)(@rk — )" ] = Zt: OB (@i — py) (@ — )]+ (2:34)
+E[earr — i)' |-

Observa-se que cada termo de (2.34) pode ser representado como a covariancia entre

os respectivos vetores aleatorios:

V43
Cov [a, a;_i] = Z ®,, Cov |ai—y, ar—i] + Cov (&, a;_i] . (2.35)

v=1
Na equacao , o tnico termo que nao pode ser estimado a partir dos dados é a
covariancia entre o erro €; e a afluéncia a;_, pois nao é possivel determinar os valores
de erro antes de se estimar os coeficientes do modelo. Deste modo, é necessério
investigar outras formar de se expressar Cov [€;,a; x|. Supondo a condi¢ao de
causalidade do modelo PVAR, obtém-se como consequéncia a independéncia entre €,
e a;_j para todo k maior do que ou igual a 1. Em particular, a covariancia entre €; e
a;_i, € 0, ou seja, Cov [€, a;_x| = 0 para todo k maior do que ou igual a 1. Quando

k € igual a 0, substitui-se a expressao do modelo PVAR (2.33)) em Cov |€;, a;]:

Pt
Cov [Gt, at] = Cov [Gt, (Qt + Z (I’t7l,<a,t_,/ — I’l’tfu) + €t>]

v=1
Pt
= Z Cov [6t7 CI)t7,,at_l,] + Cov [€t7 Gt]
v=1

Pt
= 2 Cov €, a;—, ] CIDZV + X

v=1

= Eta

Dessa forma, a equagao (2.35)) é melhor descrita considerando as relagoes obtidas

para Cov [€;, a;]:

Pt
Cov [at, at_k] = Z q)th Cov [at_y7 at_k] + 6]9702“ Yk = O, (236)

v=1

onde d; ¢ a funcao delta de Kronecker que vale 1 se k é igual a 0 e vale 0 se k ¢
diferente de 0.
Com o intuito de facilitar a exposi¢ao das equagoes, denota-se a autocovariancia

da série temporal a; por I';(k), ou seja,
I'i(k) := Cov [at, a;—i] .
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Pela simetria de Cov [+, -], deduz-se a seguinte propriedade para I';(k):
Ft(l{?> = Cov [Clt, at_k] = Cov [at_k, at]T = Ft_k(—k')—r. (237)

Por ser mais sucinta, esta notagdo é usada para se reescrever a expressao (12.36)):
bt
Ty(k) = > @uulup(v — k) + 05, Yk > 0. (2.38)
v=1
Observa-se que a equacao (2.38)) com k igual a 0 determina o valor de ¥,
Pt
S =T3(0) = > @, Tu(v). (2.39)
v=1

Além disso, transpondo as respectivas matrizes em ambos os lados da equagao ([2.38)),

obtém-se:
Dt
Ly(k)" = Y Tek(v —k)'®],, Vk>1 (2.40)
v=1

Para k entre 1 e p;, a equagdo (2.40) determina o seguinte sistema formado por

blocos de matrizes:

r(1)7 T(0)7 LM - Tl -1 | @
2" | | Tea(=D7 Lia(0)" o Tuma(pe —2)T | | @y
Ty(pe)" Do p(=p)" Top2—p)" -+ Tip,(0)7 P,

(2.41)

Pela propriedade I';(k) = T';_r(—k)" e pelo fato da matriz I';(0) ser simétrica, a

matriz que multiplica os coeficientes de ([2.41)) é simétrica:

Ly(1)" I'v1(0) L) o Tea(pe—1)7 CI)Zl
L, (2)7 (1 I'—o(0 SR -7 i3

t(') _ t .1( ) t ?( ) . t 2(p:f ) 35,2 (2.42)
Ft(pt)T thl(pt - 1) thz(]?t - 2) T thpt(o) q’zpt

Esta considerac¢ao reduz o numero de valores I';(k) que precisam ser estimados. A
propriedade de correlagao periddica abaixo reduz ainda mais o niimero de matrizes

a serem estimadas:

['i(k) = Cov [at7 at—k] = Cov [at+s, at+S—k] =I'1is(k).

21



Portanto, as matrizes ¢, ®;1,..., P p, € Xy sao definidas como o estimador de

Yule- Walker para os coeficientes do PVAR se satisfazem as seguintes equagoes:

Ly(1)7 La(0) DT - Ta(pe - D7 [ @
Ft(?)T _ th'l(l) th‘z(o) B thz(pf -2)" (I).tT,2 (243)

ft(pt)T ftfl(pt —1) ft72(pt —2) .- f‘tfpt<0) ‘/Iszpt
S =1(0) = > @, Tu(v), (2.44)

v=1
Ct = ﬁt - Z (I)t,u,atfua (245)
v=1

onde fi; é definido como qs—il %, @sius €I que S € a estagdo associada at e gs ¢ 0

maior inteiro positivo tal que s + ¢,S < T. O estimador de ft(k) é construido com

base em:
I'y(k) = E [a'ta'tT—k] —Ela/]E [at—k]T . (2.46)

Motivado por (2.46), define-se o estimador I'y(k) como

=R 1 ds,u - 1 qds 1 qu T
I'y(k) = s+ - s+ U+ y
+(k) qs,u+1Za+Sau+ys q8+12a+8 qu+12a+s

v=0 v=0 v=0
(2.47)

onde s e u sao as estagOes associadas a t e t + k. Adicionalmente, ¢, e ¢, sao os
maiores inteiros positivos tais que s +¢,S < T e u+¢,S < T, e g5, ¢ 0o minimo entre

gs € qy. Pela propriedade de ergodicidade 1} o estimador ft(k) é consistente.

2.3.2 Meétodo dos minimos quadrados

O método dos minimos quadrados é uma técnica de estimacao de parametros que
busca o “melhor” ajuste do modelo aos dados. Em particular, o critério que mede a
qualidade deste ajuste é a soma das diferencas ao quadrado entre o valor realizado
e o previsto em cada amostra. Assim, quanto menor o valor do critério mais bem
ajustado é o modelo em relagao a esta medida. A seguir, constréi-se o problema de
otimizacao que define o método dos minimos quadrados e a respectiva técnica de
solucao.

Uma representacao do modelo PVAR conveniente para as manipulagoes

algébricas envolvendo termos de diferentes instantes de tempo é aquela que permite
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identificar coeficientes de mesma sazonalidade (més). Neste sentido, considera-se a

seguinte formulagao do modelo PVAR:
Ps
a; = CS + Z q)s’ya/t,,j + €, (248)
v=1

onde s ¢ a estagao associada ao tempo t. A versao indicial da equagao ([2.48]) reforga

o carater multivariado do PVAR em questao:

Qg1 Cs,l ¢31,11 ¢51,12 T ¢51,1n Ag—1,1
Q2 ¢ ,2 0 1,21 o 1,22 " o 1,2 At—1,2
_ s i s. s. s . n (249)
Q¢ Cs,n_ ¢sl,n1 ¢81,n2 T ¢sl,nn At—1.n
(bspt,ll ¢spt,12 e ¢spt,1n atfpt,l €1
" ¢spt,21 ¢spt,22 e ¢spt,2n at—pt,Q n 6t,2 ’
_¢spt,n1 ¢spt,n2 e ¢spt,nn a't—ptm, €tn

onde n é a dimensao de a;.

A seguir, deduz-se o método dos minimos quadrados para os coeficientes
Cos @1y .o, Psp, de . Em geral, uma deducao analoga é descrita na literatura
para o modelo PVAR centrado:

Ps

a — = Y D@, — p,) + e, (2.50)
v=1
onde (s = p, — 202 Dy p,,. Porém, como a intengdo ¢ produzir previsdes

sempre positivas através de restri¢oes nos coeficientes, é mais conveniente descrever o

estimador de minimos quadrados para . As condicoes necessarias e suficientes

para garantir previsoes sempre positivas serao apresentadas na se¢ao seguinte.
Com relagdo a descrigao do estimador de minimos quadrados, a estrutura

matricial facilita a exposicao dos desvios entre o valor realizado e o previsto. Adiante,
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reescreve-se a equagao (2.49) em formato matricial agregado:

1
Ag—1,1
Ag—1,2
Qg1 Cs,l ¢sl,11 ¢sl,12 ¢sl,1n ¢spt,11 ¢spt,12 ¢spt,1n
Qg2 _ Cs,2 ¢51,21 ¢31,22 ¢51,2n ¢spt,21 ¢Spt,22 ¢spt,2n Ag—1.n
Q¢.pn Cs,n (bsl,nl ¢Sl,n2 ¢sl,nn (bspt,nl ¢5pt,n2 ¢spt,nn At—p; 1
At—py,2
| @t—pe,n |
(2.51)
€t,1
€t,2
+
Et,n

[N

Por meio de blocos de matrizes, ¢ possivel descrever (2.51) de forma mais

condensada:
1
;1
a; = |:C5 (I)s,l co (I)s,ps] . + €, (252)
atfps
ondet =3s,5+S,...,5+¢sS e ¢gs ¢ 0o maior inteiro tal que s+ ¢,S < T'. Usando esta

notagao, as amostras que estao ligadas a estacao s podem ser agrupadas:

1 1 c 1
[as Asys a5+qSS:| = [Cs O, - q;s’ps] As—1  Asis-1 " QsigS-1
As_p, Qsys—p, *° QgigS—p,

(2.53)

A representacao de (2.53)) pode ser escrita de forma sucinta por meio da seguinte
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notacao:

AS [as Asis - as-i—qu] ,
5, = [@ %],
1
Asis—1 T a's+qu—1
As = )
a's —Ps a5+S —Ds e a’8+qu—P5
Es = e, €5 - €s+qu] )
onde esses parametros sao substituidos em ([2.53)):
As=DPA, + E,, s=1,...,S. (2.54)

Pelo formato (2.54), a matriz A, — ®,A, contém todos os desvios entre o valor
realizado e o previsto associados a estagao s. Neste sentido, a soma de cada entrada
de Ay — &,A, ao quadrado representa a parcela do critério relacionada com s. O

critério do método dos minimos quadrados é dado por

S
Z HAS - ¢5A8”27
s=1

m n

Z Z m;; ¢ chamada de norma de Frobenius para a matriz M €
i=1j=1

onde || M||:=

Rmxn'

Os valores de Es,&)s,l,...,cf&ps para s desde 1 até S sao definidos como
o estimador de minimos quadrados para os coeficientes do PVAR se Q/ﬁs =
[QA"S @871 &)S,ps] com s de 0 a S — 1 é solugao 6tima do seguinte problema de

minimizagao:
. _ 2
min S_E |As — A" (2.55)

O calculo do estimador de minimos quadrados pode ser feito separadamente
para cada estagao s, pois a fung@o objetivo e restrigoes do problema ([2.55]) sao nao

acopladas em @, ...,Ps_ 1, ou seja,

S
IIllIl A DA = min||A, — @A,
@
s=1 s

4517 7
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Além disso, é possivel decompor cada problema
I%inHAs — @A, (2.56)

em subproblemas mais simples representando as matrizes A, e @, por meio dos seus

respectivos vetores linha. Sejam a!, = [asr Gsisp ... Asigsk] €

T
@s,k:[Cs,k ¢sl,kl ¢81,k2 ¢31,kn ¢spt,k1 ¢spt,k2 ¢pts,kn:|

as k-ésimas linhas das matrizes A, e @,, respectivamente. Entao, vale que:

— a; — — Pl —
=] | —
— a, — — Py ——
— () —pA) —
T T
— \O52 — Py A;) —
A — B A, — (822 = 2s28) . (2.57)

Com isso, pode-se escrever ([2.56)) da seguinte forma:

n
min||A, — SA[* = min > [lal, — ol AP (2.58)
¢s Ps,1y-,Ps,n 1
n
= min Y [lags — Al gl (2.59)
Ps,1y-,Ps,n b1
n
= Z min||as — ASTSOS,I@HQa (2.60)
k=1 Ps,k

onde (2.60) evidencia que o problema ¢ nao acoplado em relagao a
©Os1s- -5 Psm- A justificativa para a identidade (2.58)) é o fato da norma ao quadrado
de uma matriz ser igual a soma das normas ao quadrado das respectivas linhas e a
justificativa para a identidade ¢é que a norma ¢ invariante por transposicao de
matrizes, lembrando que a norma em questao é a de Frobenius.

Por tltimo, omitindo os subindices s e k, o problema
min|ja — AT ]2 (2.61)
©
é um exemplo classico de otimizacgao irrestrita, convexa e diferenciavel em que uma
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das técnicas de solucao se baseia em encontrar um vetor ¢* para o qual a derivada

da fungao objetivo de (2.61)) ¢ igual a zero:

Volla—ATgl?)| = (-2a7)T(a—AT¢") =0,

ou seja, o vetor p* = (AAT)"1Aa ¢ a solucio de (2.61]).

2.3.3 Meétodo dos minimos quadrados com restricoes nos

coeficientes

Nesta secao, apresenta-se uma abordagem capaz de garantir que a previsao seja

sempre positiva por meio de restrigoes nos coeficientes. Supondo que todos os

coeficientes de (;, @1, ..., Py, sejam positivos entao a previsao
Pt
Prevla, | ap—1j] = G+ > rpaiy (2.62)
v=1

é sempre positiva, pois supoe-se que o vetor a; é sempre. Admitindo que qualquer
valor positivo de afluéncia possa ocorrer entao os coeficientes serem positivos é uma
condi¢ao necesséaria e suficiente para produzir previsoes sempre positivas. Com
efeito, se (; possui alguma componente negativa entao a previsao para o caso em que
as componentes de a1 sao todas nulas, Prev|a; | 0] = (;, é negativa em alguma

componente. Se ®,, possui coeficiente ¢y, ;; negativo entao a afluéncia a,_, definida

por
r, sek=7
[atfl/]k = ’
0, sek+#j
gera um vetor resultante ®,,a; , igual a r[dw1; Gwaj -+ Guwni]', Ou seja,

¢ a j-ésima coluna de ®,, multiplicada por r > 0 cuja a ¢-ésima componente ¢é
negativa. Aumentando o valor de r é possivel fazer com que a i-ésima coordenada
de ®,,a;_, fique arbitrariamente negativa. Mantendo os valores de afluéncia fixos
e aumentando suficientemente r é possivel criar uma previsao (2.62)) negativa.
Portanto, os coeficientes das matrizes (;, @1, ..., P¢p, precisam ser todos positivos
para se garantir que as previsoes sejam sempre positivas.

Um método simples que considera esta informacgao é o método dos minimos
quadrados com restricoes nos coeficientes. As matrizes Csa(/I;s,la---a(/ISs,ps para s
desde 1 até S sao definidas como o estimador de minimos quadrados com restrigoes
nos coeficientes para o modelo PVAR se o conjunto de coeficientes gerado P; =

[(s &)SJ &D&ps] com s de 1 a S é solugao 6tima do seguinte problema de
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minimizagao:

@1>0,...,. 05>

S
: o 2
min O;IHAS DA (2.63)

A técnica de solugao que divide (2.63) em problemas menores segue de forma
analoga ao caso dos minimos quadrados originais (2.55). Em cada etapa da

argumentacao basta incluir a restrigao de positividade dos coeficientes.

2.4 Determinacao dos residuos

O erro (ou ruido) do modelo PVAR é definido como a diferenga entre o valor

observado e o previsto:

Pt
€ = Ay — (Ct + Z <I>t7l,at_,,> . (264)
v=1

Como os valores “verdadeiros” dos parametros (2.64)) nao sao conhecidos a priori o
ruido €; é nao observavel. O residuo, por outro lado, é uma estimativa observavel
do erro aditivo €; e é definido como a diferenca entre o valor observado e o previsto

estimado:

Pt
/G\t = a; — (Ct + 2 (I)tﬂjat,,) . (265)
v=1

Vale ressaltar que os residuos €, para t de 1 até T sdo em geral dependentes, enquanto
que os erros €; sao, por hipétese, independentes.

Um dos principais usos dos residuos é na estimacao de quantidades que dependem
dos ruidos €;. Na proxima secao, descrevem-se alguns modelos de distribui¢ao do

ruido €; e como estimé-los.

2.5 Estimacao da distribuicao dos ruidos

Uma das hipoteses do modelo PVAR ¢é a distribuicao do erro aditivo €;. Nesta se¢ao,
serao discutidas duas opgoes de modelagem para a densidade de probabilidade do

eITro:

1) € ~ N(0,%;), ou seja, o erro € segue uma distribuigao multivariada normal com
média 0 e matriz de covariancia ;. Segue da propriedade ¥; = ¥, s que € tém

(mo6dulo S) a mesma distribuigao;
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2) & ~ InN(ALu, W) = A; + InN(ug, Wy), ou seja, o erro € segue uma
distribuicao multivariada lognormal com parametros u; e W;, deslocada por um
vetor A;. Segue da propriedade (A, uy, W) = (Ayis, Uirs, Wiys) que € tém

(modulo S) a mesma distribuigao;

A primeira opgdo de modelagem, € ~ N(0,%;), admite que o erro aditivo
possa assumir qualquer valor real. Com isso, sempre existe a possibilidade de uma
sequéncia de erros negativos resultar em um valor negativo para a;. Nas simulagoes
que consideram esta distribuicao do erro, valores negativos sao observados.

Ainda neste mesmo caso, destacam-se dois estimadores para a matriz de
covariancia ;. Um estimador é construido diretamente a partir do método de

Yule-Walker:
A A~ pt ~ A~
S =T1,(0) = > @ Tu(v),
v=1

e que ¢ adequado se aplicado para a estimacao dos coeficientes (;, @y 1,...,Prp,. O

outro é construido a partir dos residuos:

~ 1 qs

t:
g+ 1=

gerVSgLuSa (2-66>

onde s é a estacao associada ao tempo t. Além disso, ¢, é o maior inteiro positivo
tal que s + ¢S < T. O estimador pode ser usado em conjunto com o método
de minimos quadrados.

A segunda op¢ao de modelagem, €; ~ A, +In N (u;, W), surgiu como uma forma
de produzir valores sempre positivos de a;. A proposta de CEPEL [9] utiliza uma
regra para a obtencgao de A; que depende dos valores passados aj;_;;. Entretanto,
esta caracteristica viola a hipdtese de independéncia do erro aditivo €;, que é um
requisito para o algoritmo SDDP.

Uma outra sugestao para contornar o efeito de gerar valores negativos para as
afluéncias é elaborada a partir da abordagem de previsoes positivas. Como visto
na se¢ao de minimos quadrados com restricao nos coeficientes, é possivel garantir
previsoes sempre positivas se todos os coeficientes (¢, ®y 1, ..., ®;,, forem positivos.
Admitindo que qualquer sequéncia positiva de afluéncias possa ocorrer, o menor

valor de previsao ¢ (;:
/43
Prev[at | a[t_l]] = Ct + Z ®t,yat71/ = Ct-
v=1

Supondo que o erro segue uma log-normal transladada por A;, ¢ ~ A, +

In N (us, W;), entdao o menor valor que o erro € pode assumir ¢ A;. Consequen-
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temente, é possivel obter uma relagao entre o menor valor de previsao (; e o menor

valor de erro A, de forma a garantir que a afluéncia a; seja sempre positiva:
a; = Previa, | ap_1] + € > G+ A, >0,

isto é, a relacao é A; > —(;. A possibilidade da afluéncia a; ser zero equivale a A,
ser igual a —(;, pois o menor valor que este modelo pode gerar para a afluéncia é
(; + A;. Portanto, assume-se que A; é igual a —(;. Além disso, os parametros u,
e W, sao escolhidos de forma a produzir um erro €; com média zero e covariancia
igual a 3;. Com efeito, se € segue uma distribuigao multivariada log-normal a trés

parametros entao:

Ele]i = Ay +emoitWeal2 i =1, n. (2.67)
Cov[e)ij = etvitunatWeit Weii)2(eWeis 1) j=1,... n. (2.68)

Por meio de manipulacoes algébricas é possivel isolar u; e Wy:

s = log (E[et]i - At,z’)
ti — — |
’ \/Rt,ii

Wt,ij = 10g<Rt,ij)7
Cov|e€]y;
(Eler)i — Avi)(Eler]; — Avj)’

Rt,ij = 1 +

onde 7,7 = 1,...,n. Como a média do erro é zero, a covariancia é >; e o

deslocamento ¢ igual a —(; entao

Wt,z’j = log(Rt,ij)u (269)
2itij
R i = 1 + _’3.
I Ct,z'Ct,j

As limitacoes deste método sao
1. os valores de R;;; devem ser todos positivos;
2. a matriz formada por Wy ;; = log(R;;;) deve ser semi-definida positiva; e
3. todas as componentes do vetor (; devem ser estritamente positivas.

Apesar dessa abordagem garantir valores positivos de afluéncia, na pratica essas
hipéteses sao muito restritivas para serem aplicadas diretamente. Em geral, o

sistema ([2.69)) com os requisitos apresentados é sobredeterminado, ou seja, nao possui
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solugdo. DE OLIVEIRA et al. [I5] sugerem uma maneira de flexibilizar as condigoes

(2.69) para a determinagao dos parametros da log-normal a trés parametros.

2.6 Identificacao do modelo

Nas secoes anteriores foram expostos métodos para se estimar os coeficientes do
modelo PVAR e a distribuigao dos ruidos. Porém, nenhuma maneira de se identificar
a ordem do modelo em cada estacao foi mencionada. Nesta sec@o, descreve-se
dois métodos usuais para a selecao de ordem: o critério de autocorrelagao parcial

periddica e o critério BIC.

2.6.1 Ciritério da autocorrelagao parcial perioédica

O critério da autocorrelagao parcial periddica é um método de selecao de modelos
aplicavel ao caso univariado. Apresenta-se a seguir o critério de autocorrelagao
parcial periddica e o seu emprego na estimacao do modelo PAR.

A autocorrelagao parcial periddica de lag k e estacao s para uma série temporal
estacionaria univariada {ai,as,...} ¢ definida como o k-ésimo coeficiente ¢, do

ajuste de um PAR centrado e reduzido com ordem k para a estagao s:

k
ar — pe Z s (M) + €, (2.70)

Ot el Ot—v

ondet = s,5+S,...,5+¢S, u; = E[a], o, = Var[a;,]'/? e ¢, ¢ um erro independente,
identicamente distribuido médulo S com média 0 e variancia 1. Por uma questao de

notagao, é conveniente acrescentar a informacao da ordem k£ do PAR como subindice

dos coeficientes de (2.70), ou seja, ¢s, = s k-

Um modo de calcular o valor de ¢ i, € via sistema de Yule-Walker. Multiplicando
por (a¢_; — fi—;)/o—; em ambos os lados de (2.70)) e tomando a esperanga se obtém

a seguinte identidade:

k
Ay — [t Ap—j — Mt—j . At—y — Ht—v At—j5 — Mht—j
o|(45) () - Zee| () (52))
+E let (%)] . (2.71)
t—j

Na equagao (2.71)), cada esperanga envolvendo apenas os termos a; se refere a

autocorrelacao periddica que é definida por:

. Covlas, ar;] E[(a¢ — pue) (a—j — pu—j)]
= = . 2.72
pild) Var[a,]'/? Var|a,_;]'/? 0101 (2.72)
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Supondo a condicao de causalidade para o modelo PAR, tem-se que o erro ¢ é

independente de a;—; para todo j maior do que ou igual a 1. Consequentemente, a

equacao (2.71) pode ser escrita como:

k
pe(§) =Y, bawkprj(v —7), Vj=1. (2.73)
v=1

Variando j entre 1 e k é possivel montar o seguinte sistema linear envolvendo os
coeficientes do modelo PAR:

pi(1) pe-1(0) pra(1) o pa(k = 1) || Pk
pt@ _ pt—2f—1) pt_?(O) - pt—z(’f -2) Cbtj2k (2.74)
pt(.k‘) pt—k(i — k) Pt—k@ —k) - pt_f;(O) ¢t:kk

Pela propriedade p(j) = pr_;(—j), tem-se que
pi(1) pr-1(0) p1(1) o pea(k = 1) | | ek
pt@ _ ptg(l) pg(O) - ptfz(/'f -2) ¢tj2k | (2.75)
pt(‘k) pm(i‘f - 1) pt,Q(/;; -2) - pH'c(O) ¢t:kk

ou seja, a matriz que multiplica os coeficientes de ([2.74)) é simétrica, o que reduz o
nimero de valores p;(j) que precisam ser estimados. O sistema de equagoes dado
por é chamado de sistema de Yule-Walker. Define-se a autocorrelagao parcial
de lag k para a estacao associada a t, ¢ i, como a tltima componente da solugao
do sistema de Yule-Walker .

Na pratica, para estimar o valor da autocorrelagao parcial ¢y € preciso estimar

os valores da autocorrelagao p;(j). Abaixo, sugere-se uma forma de estimar p;(j):

_ Covlat, a;—]

— 1 qS
) ) AN b o = C ) %7 i = b
Pe(J) 560 Ot ov[a, a] e P I;)aswg
o 1 qs,u+1
COV[Gt, atfj] = ) 2 (Cls+us - ﬁt)(au+us - ﬁt—j)a
qs,u =0

onde s e u sao as estacoes associadas a t e t — j, qs € g, Sa0 0s maiores inteiros
positivos tal que s + ¢S < T eu+ ¢S < T, e g5, ¢ 0 minimo entre g5 e g,. Pela
propriedade de ergodicidade ([2.4]),esses estimadores sao consistentes. Com isso,
define-se o estimador da autocorrelacao parcial de lag k para a estacao associada

ao tempo t, $t7kk, como a ultima componente da solugao do sistema de Yule-Walker
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pu(1) a0 P k=1 [
R I L o B
ﬁt(k) ﬁt—l(k - 1) ﬁt—z(k - 2) T ﬁt—k(()) ngk,t

Uma consequéncia da autocorrelagao parcial de uma série temporal que segue
um modelo PAR é que se a ordem k£ do PAR em uma dada estagao s é menor do
que um lag m, entao o valor da correspondente autocorrelacao parcial @s ,,m € zero.
Com essa informagao, tem-se a motivacao para usar a autocorrelacao parcial para
identificar a ordem de um modelo PAR wunivariado. Adicionalmente, o respectivo
estimador ggs,mm dividido pela raiz quadrada do ntimero de amostras associadas a
estagao s converge para uma normal de média 0 e variancia 1 como enunciado pelo

teorema abaixo:

Teorema. Se {ay,as,...} é um PAR(p) causal de ordem ps para a estag¢io s entao

para todo m maior do que ps vale que

1 d
ﬁ¢s,mm - N((); 1)7

onde qs € 0 maior inteiro positivo tal que s + q,.S < T.

Essa propriedade do estimador de autocorrelagao parcial permite construir o

seguinte teste de hipotese para a identificagao da ordem do modelo PAR:

Hy : O modelo é um PAR de ordem p, para a estagao s.

H; : O modelo nao é um PAR de ordem p, para a estacao s.

O teste estatistico consiste em rejeitar H, se |q§smm/\/m| > 242, onde o
¢ o tamanho do teste e z, ¢ o a-quantil superior da normal padrao, ou seja,
Zo = F7Y(1 — a) tal que F(-) é a fungdo distribui¢io acumulada da normal com
média 0 e varidncia 1. A justificativa desse procedimento é dada pelo teorema a

seguir:
Teorema. Assintoticamente o teste acima possui tamanho «, ou seja,

gs—0

Hy ¢ vdlida) —

¢s,mm’ > Za)2

1
Pl
(V%+1
Demonstracao. Sob a hipotese nula Hy, ésmm/\/qs 14 N(0,1). Portanto, a

probabilidade de se rejeitar a hipotese nula dado que esta é verdadeira converge
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para a probabilidade do médulo da normal padrao ser maior do que z,s:

¢mm| > 2a2 | Ho & vélida) LZEP (W] > 2ap2) .

)
Vs + 1
onde W ~ N(0,1). Observa-se também que

P (]W| > Za/g) =P (W < —Za/g) +P (W > za/z)
=P (W < —zop2) + 1 =P (W < 24p2)
= F(=zap) +1 = F(2a2)
=1—F(zap2) +1—F(za)2)
=2—2F(z4/2)
=2-2F (F7(1-qa/2))

=«

O

A ordem pg do modelo PAR(p) univariado para a estagao s, pode ser identificada
aplicando o teste acima para cada ordem candidata p = 1,2, ..., pmax € admitindo
a que nao for rejeitada pelo teste estatistico. Costuma-se utilizar @ = 0.05 para
realizar esse teste de hipotese, isto é, z,» ~ 1.96. Neste sentido, existem dois

procedimento evidentes:

1. percorrer as ordens candidatas de maneira crescente e sugerir como ordem do

modelo a anterior a primeira nao rejeicao (“aceitacao”) da hipotese nula;

2. percorrer as ordens candidatas de maneira decrescente e sugerir como ordem

do modelo a primeira que rejeita a hipotese nula.

Essas opcoes podem gerar resultados diferentes.

2.6.2 Critério de Informagao Bayesiano (BIC)

O Critério de Informagao Bayesiano (BIC) é um critério para a escolha de modelos
baseado em um indice que quantifica a qualidade dos respectivos ajustes. Por
definicao, o indice associado ao BIC considera dois termos: o logaritmo da
verossimilhanca e uma penalidade no nimero de parametros pressupostos pelo
modelo.

A funcao de verossimilhanca é definida como a probabilidade conjunta dos dados
observados {ai, as, ...}, fixado o modelo estatistico em questao. Intuitivamente, a
verossimilhanga mede o quao provavel seria obter as mesmas observacoes se o modelo

sugerido fosse o “verdadeiro”. Em geral, quanto maior o nimero de parametros maior
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é o valor da verossimilhanca, porém modelos com muitos parametros podem produzir
um sobreajuste. O sobreajuste ocorre quando o modelo considera informagoes
puramente aleatorias como parte de sua componente deterministica. Modelos com
esta caracteristica costumam ter uma péssima capacidade preditiva. Isso esclarece a
presenca de um termo proporcional ao niimero de parametros para contrabalancar o
valor do logaritmo da verossimilhanga no indice associado ao BIC. A ideia é que este
indice classifique como bom o modelo que possua um equilibrio entre a explicacao
dos dados observados e o ntimero de parametros e como ruim os demais modelos.
Nesta segao serd abordado o critério BIC para modelos lineares univariados.
Denota-se por M um dado modelo, por ¢ o vetor de parametros associados, por
arr) as respectivas observacoes até o tempo T e por f(apr | M,$) a fungao de

verossimilhanga. Com base nesta notacao, o indice BIC pode ser escrito como:
BIC := —2log f(arr | M, ) + n(p)log T, (2.77)

onde ¢ é um estimador dos parametros, n(¢) é o nimero de parametros e T é o
total de observagoes. Por uma convencao de sinal, quanto menor o valor do BIC
(2.77) melhor é o modelo em relagao a este critério. O uso do critério BIC sera

exemplificado considerando um modelo autorregressivo de ordem p,

D
a; = Yo + Z Pty + E, (2.78)

v=1

2 ouseja, gy ~ N(0,0?).

cujo erro ¢; segue uma normal de média 0 e desvio padrao o
Observa-se que o nimero de parametros desse modelo é p + 2.

O indice BIC para o modelo AR(p) univariado (2.78)) com erro normal é:
BIC = T(log 2w + 1) + T'log(5?) + (p + 2) log T. (2.79)

Supondo que os candidatos sejam apenas modelos autorregressivos de diversas
ordens e as amostras sejam fixas e iguais em todos os ajustes, o termo T'(log 2w + 1)

de (2.79) ¢ uma constante que pode ser dispensada:
BIC = T'log(5°) + (p + 2) log T. (2.80)

Vale ressaltar que se o modelo autorregressivo (2.78)) considerasse variaveis exogenas
entao a expressao mudaria apenas o nimero de coeficientes: de p + 2 para
p+ b+ 2, onde b é o nimero de varidveis exdgenas.

Uma extensao do critério para o caso autorregressivo multivariado (VAR)
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definido por

P
a;=(+ Z Poa_, +&, € ~N(0,X), (2.81)

v=1
¢ realizada ao observar que o critério univariado pode ser aplicado em cada
componente do modelo. Cada componente do VAR com erro normal multivariado é
um AR com varidveis exdgenas e erro normal univariado. As varidveis exbégenas sao

as outras componentes do VAR em diferentes lags:

P n
Ay 5 = Cj + Z Z (bl,,jkat_m + Etjr  Etj ™~ N(O, Ejj) (282)

v=1k=1

Portanto, o indice BIC de (2.82)) é
BIC, = TInSj; + n(¢;) InT, (2.83)

onde n(@) ¢ o numero de coeficientes da j-ésima componente. Com isso, uma
estratégia de sele¢ao do VAR consiste em calcular o indice em cada
componente, para varios modelos especificados. O modelo eleito consiste na
agregacao dos correspondentes modelos de menor BIC de cada componente.

O mesmo raciocinio se aplica de maneira analoga para cada estacao s e

componente j no caso do PVAR:
BIC,; = ¢s1In f]s,jj + n(<$57j) In g, (2.84)

onde ¢, é o maior inteiro positivo tal que s + ¢S < T'.

2.7 (Geracao de cenarios

Um cenario é uma possivel realiza¢do das variaveis aleatorias {a;, as,. ..} definidas
por um modelo, isto é, uma possivel sequéncia de ocorréncias futuras definida pela
modelagem da série temporal. Supondo identificada a ordem do PVAR, estimados
os respectivos coeficientes e a distribuicao dos ruidos, é possivel simular o valor de
a; apenas sorteando ruidos €; e usando a defini¢ao do PVAR:

Pt
a; = Ct + Z <I>t7,,at,l, + €. (285)

v=1

Em seguida, sorteia-se o ruido €;41 ¢ por meio da mesma formula ([2.85)) se calcula

a realizacao de a;;;. Repetindo este procedimento, obtém-se uma realizacao de

{al,ag, Ce ,G,T}.
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Capitulo 3

O modelo PVAR,,

A motivacao de se elaborar o modelo Periédico Vetorial Autorregressivo Multipli-
cativo (PVAR,,) surgiu da dificuldade de se garantir cenérios positivos de afluéncia
para modelos lineares tradicionais. Neste sentido, a ideia do PVAR,, se baseia em
uma dindmica semelhante ao PVAR, porém com uma definicdo de erro diferente:
o erro é a razao entre a realizacao e a previsao de uma dada variavel aleatoria.
Assim, se a previsao for sempre positiva entdo o erro multiplicativo também seré,
pois a afluéncia em cada componente é positiva. Portanto, o inico requisito da dis-
tribuicao do erro multiplicativo é que o respectivo suporte esteja contido nos reais
positivos, ou seja, nao é necessario impor nenhum modelo paramétrico especifico
para a distribui¢ao do erro multiplicativo como a log-normal a trés parametros. A

seguir, descreve-se mais detalhadamente a proposta do PVAR,,.

3.1 Formulacao do modelo PVAR,,

Um processo aleatorio {a;}°, com a; tomando valores em R é dito Periddico
Vetorial Autorregressivo Multiplicativo de periodo S e ordem p = (pi,...,ps),
PVAR,,(p), se

Dt
a; = (Ct + Z (I)t,ua'tl/> ® 7y, (3.1)

v=1

para todo inteiro positivo t, onde os erros multiplicativos {ny,ny,...} sdo
independentes. O simbolo e representa o produto de Hadamard que é definido como
um produto entrada a entrada entre vetores ou matrizes, ou seja, (a e b); = a;b;
e (Ae B);; = A;;B;;. Para cada tempo ¢, os coeficientes e as ordens do modelo
sao iguais modulo S; os erros sao identicamente distribuidos médulo S com média

unitaria e variancia constante modulo S. Em outras palavras:
® (i =Cise Py =Ppg,;
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® Dt = Pt+S;

e 7), possui a mesma distribuicao de n,,; e

i E ["775] = ]]'7
onde 1 := (1,...,1). Vale ressaltar que o modelo PVAR,, apresentado é vetorial,
pois {aj, as, ...} ¢ uma série vetorial. Por conseguinte, ®;y,..., P, sdo matrizes

e (¢, M, sao vetores.
Considerando o modelo PVAR,,(p) (3.1)), define-se a previsio de a; dadas as

observagoes até t — 1, af;—1] = (@1, ..., a4_1), por
Pt

Previa, | ap—yj] = G + D, ®rpai,. (3.2)
v=1

Assume-se que as afluéncias ag,a_1,a_s,... sao condigoes iniciais conhecidas da

série. Tomando a esperanca condicional dadas as observacoes até t — 1 em ambos

os lados da equagao (3.1)), obtém-se a seguinte relagdo envolvendo a previsao de ay:

Pt
E [at | a'[t—l]] = (Ct + 2 (I)t,l/a't—l/) ol ["7t | a[t—l]]
v=1
= Prev[at | a[t,l]] o[£ [nt | a[t,l]] . (33)
Para o calculo da varidncia condicional, faz-se as seguintes observagoes:

1. o produto de Hadamard entre vetores pode ser representado como o produto

entre uma matriz diagonal criada por um dos vetores e o outro vetor:
a ¢ b = diag(a)b = diag(b)a.

A matriz diag(a) ¢ uma matriz diagonal formada pelo vetor a, isto é,
[diag(a)];; = a;d;;, onde d;; é a fungdo delta de Kronecker que vale 1 se ¢

é igual a 7 e 0 caso contrario;

2. a variancia do produto de uma matriz M por um vetor aleatério a é igual a
M Var(a)MT:
Var(Ma) = M Var(a)M".
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Denotando por Prev; a previsdo Prev|a; | a[t,l]], a variancia condicional dadas as

observagoes até t — 1 em ambos os lados da equagao (3.1)) é obtida a seguir:
Pt
Ge + Z Qi ai | em, |y
v=1
= Var [Prevt o7, ‘ a[t_l]]
= Var [diag(Prev,) 0, | ap—1)]
= diag(Prev;) Var [, | aj_1] diag(Prev,) "
= (Prev; Prev, ) e Var [n, K= (3.4)

Var [at | a[t_l]] = Var

Em suma, a esperanga e a variancia condicional da equagao (3.1]) sdo descritas por:

E [at | a[t,l]] = Prev[at | a[t,l]] o[£ ['I’]t | a[t,l]] s (35)
Var [at | a[t,l]] = (Prev, PrevtT) e Var [nt } a[t,l]] , (3.6)

Uma conjectura sobre o PVAR,, inspirada no modelo PVAR de erro aditivo
¢ a existéncia de coeficientes (;, @ 1,..., P, que satisfacam a seguinte condigao
chamada de causalidade: a a; pode ser descrita como uma funcao somente dos

ruidos multiplicativos passados nyp, isto ¢,

a; = w(n[t])-

Se essa conjectura for valida, assegura-se a independéncia entre 1, e a_1) € com isso
as equagoes (3.5) e (3.6) podem ser reescritas sem o condicionante aj_;) no termo

de erro m,:

E [a; | aj_1j] = Prev, oE[n,], (3.7)
Var [a; | a—17| = (Prev; Prev, ) e Var [n,]. (3.8)

As hipoteses sobre a média e a variancia do erro 1, modificam as expressoes (3.7)) e

(3.8) da seguinte forma:

E [at | a[t_l]] = Prev]a; | ap_1], (3.9)
Var [a; | ap—1)| = (Prev; Prev/) ¢ %, (3.10)
onde ¥; := Var[n,]. Portanto, supondo verdadeira essa conjectura, a média

condicional de a; é igual a previsao e a variancia condicional (volatilidade) de a; é

proporcional ao produto cruzado das previsoes.
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O significado da equagao (3.10) merece ser enfatizado. Em particular, a varidncia
condicional da i-ésima componente de a; pode ser obtida de (3.10)):

Var [a; | apy] = Vara, | ap ],

= (Prth PrthT)MZW

= Prevy; Sy, (3.11)

ou seja, decorre da equagao que a volatilidade de uma componente a;; ¢
proporcional ao quadrado respectiva previsao Prev;;, onde Prev,; := Prev|a; |
a[t—l]]i-

Se a conjectura sobre o modelo PVAR,, for verdadeira entao a equagao
se torna uma evidéncia de que o PVAR,, é um modelo diferente do PVAR, pois a
variancia condicional do PVAR nao depende da previsao. Além disso, a propriedade
da variancia condicional pode ser interessante para séries nas quais se observa
volatilidade elevada para realizagoes elevadas e volatilidade baixa para realizacoes

baixas.

3.2 Estimacao dos parametros

Como o objetivo inicial do modelo PVAR,,, é produzir cenarios positivos, é necessério
garantir previsoes sempre positivas. Neste sentido, o método de minimos quadrados
com restri¢ao nos coeficientes, exposto na secao [2.3.3] sobre a estimagao do modelo
PVAR, atende a esse requisito e se aplica da mesma forma.

O método de minimos quadrados e o de Yule-Walker sao adequados para outras
aplicagcoes do PVAR,,, que nao necessitem de cenarios positivos. Porém, para sua
deducao, o estimador de Yule-Walker requer a hipoétese adicional da esperanca
condicional do erro multiplicativo condicionado as afluéncias até t — 1 ser um, isto
¢, E[n | ap—11] = 1. Admitindo essa hipotese, a construcao do estimador de Yule-

Walker segue de forma semelhante a feita para o PVAR.

3.3 Determinacao dos residuos

O erro (ou ruido) multiplicativo do modelo PVAR,,, ¢ definido como a razao termo

a termo entre o valor observado e o previsto:

a;
Ct + Z,Ijtzl (I)t,ua't—u> .

™= (3.12)

Como os valores “verdadeiros” dos parametros (§3.12)) nao sao conhecidos a priori, o

ruido m, é nao observavel. O residuo, por outro lado, é uma estimativa observavel
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do erro multiplicativo m, e que é definido como a razao entre o valor observado e o

previsto estimado:

~ a;

nt - = Pt 5 '
(Ct + Zu:l CI)t,l/a't—l/>

(3.13)

Vale ressaltar que os residuos 7, para t de 1 até T' sao em geral dependentes, enquanto
que os erros 1), sao, por hipotese, independentes.

Um dos principais usos dos residuos ¢ na estimacao de quantidades que dependem
dos ruidos €;. Na proxima secao, descrevem-se alguns modelos de distribuicao do

ruido €, e como estimaé-los.

3.4 Estimacao da distribuicao dos ruidos

Como a previsao do PVAR,, é sempre positiva por hipétese, entao a tnica restricao
para a estimacao da distribuicao dos ruidos é atribuir probabilidade nula para
os erros nao contidos nos reais positivos. Com o intuito de reduzir o nimero de
hipoteses do PVAR,,, opta-se pela distribui¢ao empirica como o estimador dos ruidos

multiplicativos multivariados:

~ 1 &
Fo(x) = (7.« < ), 3.14
(.’L‘) qs +1 VZ_O (ns-H/S 33) ( )

onde Fy(-) é a distribuigdo acumulada empirica associada a estacdo s, 7,,,5 ¢ um

residuo da estagao s e I(-) é a funcdo indicadora.

3.5 Identificacao do modelo

A selecao do PVAR,, consiste em, fixada uma estacao s, calcular o indice BIC em
cada componente para varios modelos especificados. O modelo eleito se baseia na
agregagao dos correspondentes modelos de menor BIC de cada componente. O indice
usado para a identificagdo do PVAR,,, é o mesmo que o do PAR (univariado) com

erro aditivo normal e por isso é um proxy para a identificacao da ordem.

3.6 Geracao de cenarios

O estimador dos ruidos dado pela distribuicao empirica possui uma desvantagem:
o numero de cenérios distintos que se pode gerar é finito e limitado pelo niimero

de residuos 9, 7,5, - - -, Myyqs- Considerando a distribui¢ao empirica, descreve-se
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a maneira tradicional de se gerar os ruidos e dois procedimentos adicionais para
aumentar sua variabilidade.
Supondo identificada a ordem do PVAR,,,, estimados os respectivos coeficientes

e calculados os residuos é possivel simular o valor de a; apenas sorteando o ruido n,
e usando a definigao (3.1) do PVAR,,:

bt
a; = (Ct + Z (I)t,uatzx> ®1,. (315)

Em seguida, sorteia-se o ruido 7, , pelo mesmo procedimento e por meio de ({3.15)
se calcula a realizagao de a;,;. Repetindo este processo, obtém-se uma realizagao

de {al,ag, c. 7CI,T}.

3.6.1 Geragao bootstrap

A geracao bootstrap é feita diretamente da distribuicdo empirica dos ruidos. Por
ser uma distribuicao discreta com probabilidade igual para cada residuo, o sorteio
da distribuicao empirica equivale a uma reamostragem dos residuos. Assim, existem

no maximo g5 + 1 sorteios diferentes do erro multiplicativo 1, de cada estacao s.

3.6.2 Geracao PCA-bootstrap

Uma forma de aumentar a variabilidade dos residuos consiste em utilizar a técnica

de analise de componentes principais, ou Principal Components Analysis (PCA).
A técnica de componentes principais é baseada na decomposi¢ao em valores

singulares (SVD) de uma matriz. Esse método de decomposigao é vélido para

qualquer matriz M € R™*™:
M =UDV',

onde U € R™™ V e R"™"™ sao matrizes ortogonais e D € R™*™ é uma matriz
diagonal de entradas nao negativas cujos elementos da diagonal sao ordenados de
forma decrescente. Em particular, se M é uma matriz quadrada de tamanho n,
simétrica e semi-definida positiva entao é possivel mostrar que a decomposicao SVD

possui a seguinte expressao:
M =UDU".

A ideia de componentes principais consiste em aplicar a fatoracdo SVD na matriz
de covariancia X do correspondente vetor aleatério X. Por ser quadrada, simétrica

e semi-definida positiva a matriz de covariancia > possui a seguinte decomposicao
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SVD:
Y =UDU". (3.16)

Com isso, o vetor aleatério Y resultante do produto de U por X é descorrelacio-

nado:

Var[Y] = Var[UT X]
=U" Var[X|(UT)T
=U'UDUU
= D7

pois D é uma matriz diagonal. Para se recuperar o vetor aleatério X bastar calcular
UY , afinal a matriz U é unitaria, isto ¢, UU" = UTU = I.

A ideia do PCA-bootstrap é decompor o vetor de ruidos aleatérios em
componentes descorrelacionadas, sortear independentemente um valor de cada
coordenada e depois correlaciona-los novamente. Desse modo, obtém-se um niimero
total de (gs + 1)™ amostras distintas, pois ¢s + 1 sd@o os possiveis valores de cada
componente e n é o nimero total de componentes.

A desvantagem desse método é que sortear independentemente valores de
componentes descorrelacionadas e agrupa-los em um vetor pode implicar em uma
perda de informacao, ja que essas componentes descorrelacionadas ainda podem ser
dependentes. Porém, se os ruidos possuem uma distribuicao normal multivariada
entao é possivel mostrar que a correlacao nula equivale a independéncia das
componentes. Com o intuito de mitigar padroes de assimetria e portanto perder
menos informacao com a técnica de componentes principais E] , toma-se o logaritmo
dos residuos log 7,,log 7.5, .- .,log N, s A seguir, descreve-se detalhadamente o
método PCA-bootstrap.

O logaritmo do ruido log i, em uma dada estagao s possui a seguinte distribuic¢ao
acumulada:

ds

Z H(log I?,S+I/S < y)? (317)

v=0

[j\vlog _
S (y> qs + 1

onde y é apenas uma notagao para o argumento da distribuicao acumulada. Em
seguida, aplica-se a decomposi¢ao em componentes principais no logaritmo do ruido,

isto é, utiliza-se a decomposi¢ao SVD na matriz de covariancia de logm, que é

LA inspiracdo é a lognormal multivariada, pois toma valores nos reais positivos e ao se aplicar o
logaritmo e posteriormente gerar as componentes principais se obtém componentes independentes.
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denotada por o¢:
Se — UpUT. (3.18)

Assim, as componentes do vetor aleatério 9, definido por U logn, sdo descorrela-

cionadas e conjuntamente possuem distribuicao acumulada igual a

1 qs

Gi(z) = I(90s < 2), 3.19
<>q5+1;0<+s ) (3.19)
onde 1A98+,,S = U"log M, ,s-

Para a simulagdo, assume-se que as coordenadas (U;1,... ,¥:,) de ¥ séo

independentes e com distribuicao acumulada conjunta igual ao produto das

marginais:

A~

Go(2) = Gar(21)Gan(22) - - Gan(2n), (3.20)

onde a funcdo G,;(-) ¢ a distribuicdo acumulada da i-ésima coordenada ¥;;

enunciada abaixo:

~ 1 qs .
Gs,i(z) = I(Vsivsi < 2i), 3.21
() = g 2 Wewuss < ) (3:21)

na qual 38+ng¢ é a i-ésima coordenada do residuo 1A95+l,g. O procedimento adotado
para a geracao dos cenarios consiste em sortear cada coordenada ¥, ,s,; formando
um vetor 1, correlacionar o vetor obtido multiplicando por U e exponenciar o
resultado recuperando o valor do ruido multiplicativo:

n, = e’

3.6.3 Geracao PCA-bootstrap suavizado

O método PCA-bootstrap suavizado tem por objetivo aumentar ainda mais a
variabilidade das amostras dos residuos. O método consiste em decompor o
logaritmo do vetor de ruidos em componentes descorrelacionadas assim como
o método PCA-bootstrap, porém se propoe representar a distribuicao de cada
coordenada por um estimador nao paramétrico continuo obtido a partir das mesmas
amostras consideradas na distribui¢ao acumulada empirica . Desta forma, é
possivel gerar um ntmero de amostras distintas tao grande quanto se queira. A
partir disso, todo o procedimento é idéntico, ou seja, os valores de cada coordenada

sao sorteados, agregados em um vetor, correlacionados e exponenciados fornecendo
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uma amostra do erro 7,.

O procedimento utilizado para estimar a distribuicao continua de cada
coordenada ¢ o método de Kernel (SILVERMAN [65]) que consiste em aproximar a
funcao densidade de probabilidade do processo aleatorio. A expressao do estimador

da densidade da i-ésima componente de 1, associado a estagao s é dada abaixo

~ 1 = i — fés-i—uS,i
Js,i(2%) = m;[)f (T) ; (3.22)

onde f(-) ¢ a fun¢do Kernel e A ¢ um parametro suavizador escolhido. A funcao
kernel f(-) utilizada nesta dissertagao é a normal padrao. Um método eficiente para
simular variaveis aleatérias 9,; que possuem densidade igual a é sortear um
indice v de uma uniforme discreta cujos valores sdo {0, 1, ..., ¢s} e em seguida sortear
uma amostra da normal com média 1§s+(y,1)g,i e variancia h%. A densidade 1) e
este método de simulacgao podem ser interpretados como a densidade e a simulagao

de uma mistura de normais.
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Capitulo 4
Caso exemplo

Para ilustrar a metodologia proposta, considera-se uma configuragao do SIN
constituida por quatro subsistemas interligados (SE, S, NE, N) conforme os dados
disponiveis para o PMO de Janeiro de 2015 no site do ONS (ONS [I]). As ENAs
correspondentes a esta configuragao sao usadas no ajuste do modelo proposto e na
avaliacao dos cenarios gerados.

O modelo proposto é o modelo PVAR,, com restricao de positividade nos
coeficientes. Para este caso exemplo, os coeficientes do modelo PVAR,, sao
estimados pelo método de minimos quadrados com restri¢ao nos coeficientes (se¢ao
, a ordem do modelo é identificada por um proxy do BIC (secao € 0S erros
multiplicativos sdo gerados pelo método PCA-bootstrap (segao [3.6.2).

O desempenho do modelo multiplicativo PVAR,,, é comparado com o desempe-
nho do correspondente modelo aditivo PVAR de erro multivariado gaussiano (se¢ao
. A justificativa para esta comparagao é que o modelo aditivo PVAR possui um
bom desempenho na reprodugao dos fatos estilizados de ENA e sua versao sem res-
tricao nos coeficientes tende a ter um ajuste ainda melhor, embora nao esteja imune
a ocorréncia de valores negativos.

Para cada modelo, a simulagao resultante ¢ composta por 5000 cenarios que
consideram como condigao inicial os valores historicos correspondentes ao ano de
1931. Cada cenario é composto de 80 anos totalizando 960 vetores (SE, S, NE, N) de
valores mensais de Energia Natural Afluente (ENA). Assume-se a estacionariedade
periddica e onde for necessario a ergodicidade periddica da série historica. Por
exemplo, assume-se que a média, variancia, assimetria e curtose de janeiro sao iguais
ao longo dos anos e os respectivos estimadores convergem. Do mesmo modo para

outros meses.
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4.1 Cenarios gerados

Nesta secao apresentam-se os graficos dos modelos de erro aditivo e multiplicativo
que enfatizam a importancia das opgoes de modelagem da proposta PVAR,,, para a
geracao de cenarios positivos. O tipo de grafico escolhido é um fanplot que representa
a concentracao dos cenérios por meio de uma escala de cores contendo o azul, cinza
e branco, onde estas cores representam uma alta, baixa e nula concentracao de
observagoes, respectivamente. Destaca-se o quantil 0.5% dos valores de cada estagio
por uma linha azul escura de maior espessura. Abaixo desta linha espessa azul
existem 25 dos 5000 cenérios totais, cujo propoésito € ilustrar a existéncia de valores
negativos gerados por alguns modelos. Com o intuito de facilitar a visualizacao de
valores negativos, a escala do eixo x de cada grafico contém apenas os 40 primeiros
meses da simulagao.

As figuras[4.], [4.3] e[d. 4 apresentam o fanplot dos 5000 cenérios gerados para
o subsistema NE (subsistema 3) com os modelos PVAR de erro aditivo multivariado
normal e PVAR,, de erro multiplicativo multivariado PCA-bootstrap, onde ambos
foram estimados por minimos quadrados sem e com restrigao nos coeficientes. Dos
quatro modelos simulados, apenas o modelo multiplicativo PVAR,,, com restrigao
nos coeficientes (ﬁgura gerou sempre cenarios positivos de ENA. Por construcao,

o modelo PVAR,,, com restrigao nos coeficientes garante a positividade dos cenarios.
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Figura 4.1: PVAR — cenarios gerados subsistema NE (3)
(aditivo sem restrigao)

Cenarios de ENA - 5000 séries
Subsistema 3

Figura 4.2: PVAR,, — cenarios gerados subsistema NE (3)
(mult. sem restrigao)
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Figura 4.3: PVAR - cenérios gerados subsistema NE (3)
(aditivo com restrigao)
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Tempo

Figura 4.4: PVAR,,, — cenarios gerados subsistema NE (3)
(mult. com restrigao)
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4.2 FEstatisticas descritivas basicas

As estatisticas descritivas bésicas sao medidas das caracteristicas de tendéncia
central e dispersao das amostras. Nas secoes subsequentes, apresenta-se uma
avaliagao grafica do desempenho dos cenarios gerados face aos valores dos registros
histéricos de ENA disponiveis.

Observa-se que cada modelo de série temporal considera uma distribuicao de
probabilidade para os cenérios e, consequentemente, para as estatisticas dos cenarios.
Como a série historica de ENA é apenas um cenario admissivel, optou-se por
comparar a distribuicao das estatisticas dos cenarios simulados de cada modelo com
as correspondentes realizacoes das estatisticas historicas.

A distribuicao estatistica dos cenarios simulados por cada modelo é representada
por um boxplot e a respectiva estatistica histérica é representada por uma linha
espessa azul. A intuicdo é que se os fatos estilizados historicos estiverem centrados
em torno da distribuicao dos fatos estilizados simulados entao uma proporcao
consideravel dos cenérios simulados apresenta caracteristicas semelhantes a do
histoérico.

Os fatos estilizados analisados a seguir sao a média, desvio padrao, assimetria,

curtose e a correlagao espacial entre os subsistemas.

Meédia

As figuras e apresentam para o subsistema SE (subsistema 1) os boxplots das
correspondentes médias mensais obtidas a partir dos cenarios gerados pelo modelo
PVAR e PVAR,,, sem e com restri¢ao de positividade nos coeficientes. Relembrando,
optou-se por comparar a proposta PVAR,,, com restricao com o modelo tradicional
PVAR sem restrigao pelo bom desempenho que o PVAR apresenta.

Os valores gerados estao indicados em preto e os valores historicos em azul. Nota-
se que os valores de média de todos os modelos se ajustam bem aos correspondentes
valores historicos. Em termos de média, o desempenho dos modelos PVAR sem

restricoes e do PVAR,,, com restri¢oes nos coeficientes, é indistinguivel.
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Figura 4.5: PVAR — média do subsistema SE (1)
(aditivo sem restrigao)
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Figura 4.6: PVAR,, — média do subsistema SE (1)
(multiplicativo com restri¢ao)

51




Desvio padrao

As figuras e mostram para o subsistema SE (subsistema 1) que o desvio
padrao de ambos os modelos PVAR e PVAR,, apresentam um comportamento
sazonal semelhante ao histoérico. Particularmente, o modelo PVAR,,, com restri¢ao

nos coeficientes apresenta valores ligeiramente superestimados nos meses de janeiro
e fevereiro do sudeste.

Desvio padrao
Subsistema 1
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5000 %{:Il éE'T]
T T
~

Figura 4.7: PVAR - desvio padrao do subsistema SE (1)
(aditivo sem restrigao)

52



Desvio padrio
Subsistema 1

25000

Y
: i
20000 ﬁ' !

]
15000 ! % i

i
;oo
] -
10000 °© °§j_ OEE
_g_ i i gii—a—
5000 Eii__‘.__ﬁ ;
T L e
——
T T T T T T T T T T T T

Més

Figura 4.8: PVAR,,, — desvio padrao do subsistema SE (1)
(mult. com restrigao)

Assimetria

As figuras e apresentam para o subsistema SE (subsistema 1) os boxplots
das correspondentes assimetrias mensais dos modelos PVAR e PVAR,,,. Por nao ser
um parametro de ajuste dos modelos PVAR e PVAR,,, ndo se espera preservar
o coeficiente de assimetria mensal, embora desejavel a compatibilidade entre os
cenarios gerados e histéricos com relagao a esta estatistica.

Destaca-se um elevado nimero de outliers nos gréaficos de assimetria dos cenarios
gerados pelo modelo multiplicativo, o que significa que o modelo multiplicativo
eventualmente gera cenérios mais otimistas do que o modelo aditivo. Uma da causa

deste otimismo pode ser a restricao de positividade nos coeficientes.
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Figura 4.9: PVAR - assimetria do subsistema SE (1)

(aditivo sem restrigao)
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Figura 4.10: PVAR,,, — assimetria do subsistema SE (1)

(mult. com restrigao)
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Curtose

As figuras e apresentam para o subsistema SE (subsistema 1) os boxplots
das correspondentes curtoses mensais obtidas a partir dos cenarios gerados pelos
modelos PVAR e PVAR,,,. Destaca-se a ocorréncia de cenarios com curtose elevada
em ambos os modelos e a diferenca entre as escalas. Isto pode ser um indicativo de

que ambos os modelos associam probabilidades elevadas & eventos extremos.
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Figura 4.11: PVAR - curtose do subsistema SE (1)
(aditivo sem restrigao)
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Figura 4.12: PVAR,, — curtose do subsistema SE (1)
(mult. com restrigao)

Correlacao espacial

As figuras e apresentam os boxplots das correspondentes correlacoes
espaciais cruzadas mensais contemporéneas entre os subsistemas SE (subsistema
1) e NE (subsistema 3). A correlacao espacial comtemporanea ¢ a correlacao entre
dois subsistemas fixado um dado més. O estimador da correlagao espacial associado
as séries simuladas, em geral, nao desvia demasiadamente dos correspondentes

estimadores histéricos em ambos os modelos.
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Figura 4.13: PVAR - correl. espacial entre SE (1) e NE (3)
(aditivo sem restrigao)
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Figura 4.14

: PVAR,,, — correl. espacial entre SE (1) e NE (3)
(mult. com restrigao)
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4.3 Analise das distribuicoes de ENA

Um outro tipo de grafico escolhido para comparar as distribuigoes histéricas e
simuladas de ENA é o qq-plot (grafico quantil-quantil). O qg-plot compara duas
distribuicoes de probabilidades posicionando os respectivos quantis uns contra os
outros. Se duas distribui¢oes comparadas sao semelhantes, os respectivos pontos do
grafico estarao proximos da diagonal (y = ).

A seguir, apresenta-se o qg-plot das ENAs histéricas e sintéticas do modelo
PVAR,, com restri¢do nos coeficientes para os meses de fevereiro (periodo tumido)
e agosto (periodo seco) em cada subsistema. Os dados utilizados foram centrados
e padronizados para facilitar a interpretacao dos valores de cada eixo. O valor
zero em cada eixo corresponde a média da distribuicao e os valores positivos e
negativos correspondem as proporcoes de desvios padrao acima e abaixo da média,
respectivamente. A linha vermelha que corta o grafico é a diagonal (y = x) de
referéncia que auxilia a interpretacao dos resultados em diferentes escalas.

O eixo x contém o quantil amostral dos 5000 x 80 dados sintéticos centrados e
padronizados de um certo més, sendo 5000 o total de séries sintéticas geradas e 80 é
o ntimero de anos simulados a partir dos dados histéricos do ano de 1931. O eixo y
contém o quantil amostral dos 83 dados historicos centrados e padronizados de um
certo més, onde 83 é o nimero de anos do histérico com inicio em 1931 e término
em 2013. Observa-se que os quantis amostrais sintéticos e historicos possuem
aproximadamente o mesmo valor em torno da média e valores bem distintos para
amostras muito acima da média, em todos os meses e subsistemas. Por simplicidade,

apresenta-se apenas os para o subsistema SE (subsistema 1).
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Figura 4.15: PVAR,, — qqplot SE (1) e més de fevereiro
(mult. com restrigao)
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Figura 4.16: PVAR,, — qqplot SE (1) e més de agosto
(mult. com restrigao)
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4.4 Analise descritiva de “runs”

Entende-se por run uma sequéncia de observagoes de mesmo tipo precedida e
sucedida por uma ou mais observagoes de tipo diferente. O proposito da andlise
de runs em estudos hidrologicos ¢ avaliar a capacidade de um modelo reproduzir os
valores consecutivos historicos de afluéncia (ENA, por exemplo) abaixo e acima da
média.

A analise grafica exposta a seguir é idéntica a realizada na segao para
as estatisticas descritivas basicas, isto é, a distribuicao estatistica dos cenarios
simulados por cada modelo é representada por um boxplot e a respectiva estatistica
historica é representada por uma linha espessa azul. Relembrando, a intuicao é que
se os fatos estilizados historicos estiverem centrados em torno da distribuicao dos
fatos estilizados simulados entao uma proporc¢ao consideravel dos cenérios simulados
apresenta caracteristicas semelhantes a do historico.

Com o intuito de nao tornar a exposicao enfadonha, optou-se por expor apenas

as estatisticas de runs de valores abaixo da média.

4.4.1 Sequéncias abaixo da média

Dada a importancia do recurso hidraulico para o Setor Elétrico Brasileiro, é
fundamental a representacao dos valores de ENA abaixo da média pelos modelos
de séries temporais projetados para o uso no planejamento da operagao energética.
As estatisticas listadas a seguir auxiliam a anélise da representatividade dos runs

abaixo da média pelo modelo multiplicativo PVAR,,:

e Numero de sequéncias negativas - niimero de ocorréncias de runs abaixo

da média em funcao da duracao;

e Numero total de sequéncias negativas - niimero total de runs abaixo da

média em cada subsistema;

e Duracao média de sequéncias negativas - duracao média dos runs abaixo

da média em cada subsistema;

e Intensidade média de sequéncias negativas - razao entre a soma dos
valores de ENA associado aos runs abaixo da média e o ntimero total de

ocorréncias de runs abaixo da média.

Os gréaficos [4.17] 4.18, 4.19 e |4.20] expoem os fatos estilizados supracitados e

evidenciam um ajuste adequado do modelo ao histoérico.
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Figura 4.18: PVAR,, — Numero total de seq. negativas
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4.5 Analise descritiva de somas parciais

A analise de somas parciais corresponde ao estudo de grandezas acumuladas. No
caso de um aproveitamento hidrelétrico a grandeza de interesse é a afluéncia (ENA)
descontada um fator associado a uma defluéncia. Neste contexto, um dos propoésitos
da anélise de somas parciais é avaliar a dimensao de um possivel reservatorio que
garanta uma dada defluéncia ao longo do tempo.

As definigoes e conceitos abordados utilizam a seguinte notagao. Seja a; a ENA
associada ao tempo t, p, := E[a;] o respectivo valor esperado e /5 € [0, 1] a propor¢ao
do valor esperado p, que sera defluida ao longo do tempo. Se a diferenca a; — S,
for positiva entao este valor representa a energia que pode ser armazenada. Se a
diferenca a; — S, for negativa entao a defluéncia energética deve ser garantida
pela energia armazenada do reservatorio. A soma parcial S; associada ao fator de

regularizacao [ é o resultado liquido da operacao de defluir Su, em cada tempo t:

t
S = Z(aj = Buj).
j=1
Neste caso, a grandeza S; corresponde a energia armazenada no tempo t.
A analise grafica exposta a seguir é analoga a realizada na se¢ao[4.2) e[4.4] para as
estatisticas descritivas basicas e analise descritiva de runs. Abaixo sdo apresentadas

as seguintes estatisticas:

e Comprimento do periodo critico - comprimento do intervalo de tempo
que compreende a maior diferenca entre um maximo local e um minimo local
posterior da série de somas parciais {57, S,...,}. Este intervalo de tempo
¢ chamado de periodo critico. O periodo critico de uma série {a;,as,...} é

interpretado como o periodo de maior esvaziamento de um dado reservatorio;

e Capacidade associada ao periodo critico - diferenga entre o méaximo
e minimo valor de soma parcial do periodo critico. Esta quantidade é
interpretada como a capacidade necessaria de um possivel reservatorio para
garantir a defluéncia Sp; durante o perfodo critico de uma dada série de

afluéncias;

e Energia Natural Afluente média do periodo critico - soma das afluéncias

associadas ao periodo critico dividido pelo respectivo comprimento.

Observa-se que para baixos fatores de regularizacao o comprimento do periodo
critico é zero. Neste caso, é tao pouca a energia defluida que os reservatorios sempre
armazenam energia. Consequentemente, a capacidade associada ao periodo critico e

a energia natural afluente média do periodo critico também sao nulas. Conforme o
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valor do fator de regularizacao aumenta tende a aumentar também o periodo critico
e a capacidade associada ao periodo critico, pois uma quantidade maior de energia
é defluida, o que requer afluéncias maiores para a restituicao desta energia.

As figuras[4.21], [£.22) e £.23] exibem as distribuicoes dos valores simulados de com-

primento, capacidade e energia afluente média do periodo critico, respectivamente.

E importante ressaltar que as correspondentes distribuicoes das estatisticas simula-
das estao moderadamente deslocadas para baixo em relacao aos respectivos valores
historicos. Isto é um outro indicador de que os cenérios de ENA simulados sao mais

otimistas para as estatisticas consideradas do que os cenarios histoéricos de ENA.
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Figura 4.21: Comprimento do periodo critico - SE (1)
(mult. com restrigao)
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Capitulo 5
Conclusoes

Como se sabe, cenarios gerados a partir de modelos PVAR com ruidos aditivos
podem apresentar afluéncias negativas, o que nao é consistente com a realidade. Esta
dissertacao apresenta a metodologia do modelo Peridédico Vetorial Autorregressivo
Multiplicativo (PVAR,,,) que considera restri¢oes de positividade nos coeficientes.
Este modelo, por construcao, gera apenas valores positivos. Além disso, o modelo
PVAR,, nao introduz nenhuma artificialidade na distribuigdo dos ruidos, como a
imposicao de distribuicao especifica para evitar a geragao de valores negativos,
procedimento por vezes utilizado no PVAR.

Como apresentado na se¢ao [d, o modelo PVAR,,, proposto reproduz satisfatori-
amente os valores de média e desvio padrao histéricos assim como o modelo PVAR
aditivo tradicional (erro normal e sem restri¢oes nos coeficientes). Apenas a assime-
tria e a curtose do caso multiplicativo possuem um ntmero consideravel de outliers
quando comparado com o modelo aditivo.

A secao [ enfatiza que apenas a imposigao de restrigdo de positividade nos
coeficientes do modelo PVAR aditivo nao é suficiente para garantir cenarios de
afluéncia positivos, o que realca a importancia de considerar erros multiplicativos.

Ressalta-se que o modelo PVAR,,, € um modelo multivariado no qual a correlacao
espacial é explicada nao apenas pelos termos de erro contemporaneos, mas também
pelos termos da propria série defasados no tempo e em todos os subsistemas. Esta
maior abrangéncia pode permitir ao modelo PVAR,, uma capacidade preditiva
melhor do que um correspondente modelo univariado.

Do ponto de visto de otimizagao estocéstica, o modelo PVAR,, proposto
apresenta duas caracteristicas fundamentais para uso no problema de otimizagao
associado ao planejamento da operacao. A primeira é que a equa¢ao do modelo
PVAR,, relaciona as afluéncias de maneira linear, exigéncia da formulagao do
problema de otimizacdo. A segunda é a independéncia temporal dos ruidos
multiplicativos (o ruido de um dado tempo é estocasticamente independente dos

ruidos passados), exigéncia do SDDP, algoritmo empregado para resolver o problema
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de otimizagao.
Isto posto, sugere-se a avaliacdo do uso do modelo PVAR,, no problema de

planejamento de longo prazo que suporta as operacoes do SIN.

5.1 Trabalhos futuros

Os seguintes topicos sao dire¢oes importantes de investigagdo do modelo PVAR,,

recomendadas como trabalhos futuros:

e Condicao de causalidade para o caso multiplicativo. A causalidade do
modelo com erros multiplicativo ¢ uma conjectura sobre a possibilidade de,
sob certas condi¢oes nos coeficientes do modelo, se expressar a afluéncia de
um dado tempo t em funcao dos erros multiplicativos passados até t, vide
segao [3.1] Caso o modelo PVAR,, com erros multiplicativos independentes

seja causal valem as seguintes propriedades:

— o valor esperado condicional é igual & previsao;

— a variancia condicional (volatilidade) é proporcional ao produto cruzado

da previsao.

Esta ultima propriedade diferencia o modelo PVAR,,, multiplicativo do modelo
PVAR aditivo, no qual a variancia condicional é constante sazonalmente, isto

é, nao depende da previsao.

e Critério BIC para selecao da ordem. O indice BIC usado para a
selecao da ordem do modelo PVAR,, foi um proxy baseado no indice de um
correspondente modelo de erro aditivo gaussiano sem restrigao nos coeficientes.

Neste sentido, os seguintes estudos podem ser desenvolvidos:

1. o indice BIC para o caso em que o espaco paramétrico é R”;
2. a expressao do logaritmo da verossimilhanca.
e Sensibilidade do ajuste do modelo. Analisar a variabilidade da ordem dos

modelos e dos valores estimados para os parametros em fun¢ao do tamanho

da amostra considerada, por exemplo utilizando a técnica de Bootstrap.

e Métodos de reamostragem dos residuos: Investigar outras técnicas
de reamostragem que consideram que os residuos sao obtidos de uma série

temporal e nao de uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d.’s (LAHIRI [36]).
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Apéndice A

Problema do planejamento de longo

prazo da operacao

O sistema elétrico interligado brasileiro é um sistema de grande porte projetado e
construido considerando a utilizacao integrada da geracao e transmissao de recursos
de todos os agentes e o uso inter-regional de intercaAmbio energético, de modo a
alcancar a reducao de custos e a confiabilidade do suprimento de energia. As linhas
de transmissao inter-regionais e interbacias permitem um intercambio de grandes
blocos de energia entre areas, tornando possivel aproveitar a diversidade hidrolégica
entre bacias hidrograficas. FEm outubro de 2015, o parque gerador de energia
elétrica brasileiro dispunha de uma capacidade instalada total de 139.272 MW,
onde a capacidade instalada hidraulica, térmica e edlica contribuiam com 65, 1%,
30,1% e 4,8%, respectivamente. A tabela contém os dados do Boletim de
Monitoramento do Sistema Elétrico (MINISTERIO DE MINAS E ENERGIA, MME
[46]) apresentando a capacidade instalada total em outubro de 2015 discriminada

por tipo fonte energética. (ONS [1])

N. de usinas Cap. instalada (MW) (%) Cap. instalada |

Hidraulica 1.210 90.620 65,1%
Térmica 2.887 41.951 30,1%
Gas Natural 146 12.917 9,3%
Biomassa 511 13.172 9,4%
Petroleo 2.174 10.105 7,3%
Carvao 23 3.614 2.6%
Nuclear 2 1.990 1,4%
Outros 31 153 0,1%
Eolica 275 6.680 4.8%
Solar 26 21 0,0%

Capacidade Total 4.398 139.272 100,0%

Tabela A.1: Matriz de capacidade instalada de geragao de energia elétrica do Brasil.

5



A.1 Motivacao

O propésito do planejamento da operacao de sistemas hidrotérmicos é definir uma
estratégia de operacao que, para cada estagio do periodo de planejamento, dado
o estado do sistema no inicio do estagio, produz uma meta para cada usina. O
objetivo usual é minimizar o valor esperado do custo total ao longo do horizonte
de planejamento, de modo a atender os requisitos de continuidade no suprimento
energético sujeito a restrigoes de viabilidade. Os custos de operagao compreendem
custos de combustivel, compras de energia de sistemas vizinhos e penalidades por
falhas no atendimento a demanda.

O planejamento da operagao hidrotérmica pode ser visto como um problema
de decisao sob incerteza, pois sao desconhecidas variaveis como afluéncias futuras,
demanda, custos de combustivel e disponibilidade das instalacoes. A existéncia de
reservatorios com capacidade de regularizagao plurianual faz com que o problema
do planejamento da operacao seja um problema de otimizacao multiestagio. No
Brasil é usual considerar um horizonte de planejamento de 5 anos discretizado
em bases mensais. A existéncia de multiplas interconexdes entre hidrelétricas e
restricoes de transmissao caracterizam o problema como de grande porte. Além
disso, como o valor da energia gerada em usinas hidrelétricas nao pode ser medido
diretamente como uma funcao da energia presente gerada, mas sim em termos do
custo médio da geragao térmica futura evitada, a funcao objetivo ¢ também nao
separavel (PEREIRA e PINTO [50]).

Em suma, o problema de planejamento da operacao hidrotérmica brasileira é
um problema de otimizacao estocastica multiestagio, de grande porte, nao linear e
nao separavel. Tal configuracao excede em muito a capacidade computacional para
se resolver tal problema com uma precisao adequada em um intervalo de tempo
razoavel. A abordagem padrao para se resolver este problema consiste em recorrer
a uma cadeia de modelos abrangendo horizontes de planejamento de longo, médio e
curto prazo PEREIRA [51]. Neste documento serd apresentado apenas o problema
de planejamento de longo prazo.

Para o longo prazo, é usual considerar uma representagao aproximada do sistema
proposta por ARVANITIDIS e ROSING [2] que agrega todas as usinas hidrelétricas
pertencentes a uma mesma regiao hidrolégica homogénea em um tnico reservatorio
equivalente de energia, reduzindo assim a complexidade do problema. A capacidade
de armazenamento de energia de um reservatorio equivalente de energia pode ser
estimada como a energia que pode ser produzida ao se deplecionar os reservatorios de
um sistema, fornecida uma regra simplificada de operagao que aproxima a politica
de deplecionamento usualmente empregada. Uma descricao detalhada do modelo

de sistema agregado aplicado ao sistema elétrico brasileiro pode ser encontrada em
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TERRY et al. [70].

Para o sistema interligado brasileiro ¢ usual considerar quatro reservatorios
equivalentes de energia correspondentes a cada uma das quatro principais regioes
interconectadas: SE, S, N, NE e usar a abordagem PDDE para obter as fungoes
de custo futuro para cada estdgio do horizonte de planejamento. A politica
resultante obtida com a representacao agregada fornece a condicao de fronteira
para o problema de médio prazo que, ao considerar a representacao individual de
cada usina hidrelétrica e termelétrica considerando um horizonte de planejamento de
alguns meses, permite obter decisoes para cada usina geradora. Essa ¢ a abordagem
utilizada atualmente para resolver o planejamento energético de longo prazo no

sistema elétrico interligado brasileiro.

A.2 Formulacao multi-estagio deterministica

Um problema de decisao multi-estagio ¢ um problema cujas decisoes sao tomadas
ao longo do tempo. Esta abordagem se torna importante quando é fundamental
descrever a interferéncia de uma decisao passada numa decisao futura, tanto em
termos de custos como em termos de restri¢oes as novas decisoes. Uma fomulagao
deste problema é dada via modelo de otimizacao, isto é, um problema que é
basicamente composto por decisoes, restricoes que caracterizam as possiveis decisoes
e o custo associado a cada decisao.

O proposito desta secao é descrever trés formulacoes do problema de otimizacao
estocéastica multi-estagio: por observagoes, aninhada e programacgao dindmica. Des-
creve-se inicialmente o problema multi-estagio deterministico, no qual todos os
parametros do modelo sao conhecidos.

As hipoteses adotadas neste documento sao: as decisoes podem ser representadas
por vetores de R", as restricoes sao representadas por um conjunto de equagoes e
inequagoes lineares e o custo é representado por uma funcgao linear das decisoes. Esta
classe de problemas é chamada classe de problemas lineares continuos. Exemplos de
outras hipoteses de modelagem sao descritas em BIRGE e LOUVEAUX [3].

Em termos de notagao, denota-se por 17" € Z, o horizonte de planejamento do
modelo, por t € {1,2,...,T} um determinado estagio do planejamento e por z; € R™
uma decisao do estagio t. O conjunto de restrigoes para as decisoes do primeiro
estagio é descrito por:

Al‘l = bl, T = 0

e para os demais estagios sao descritos por:

Bixy_y + Ay = by, 2 =0,
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onde Bx;_; é a influéncia da decisao do estagio anterior na decisao do estagio

corrente. O custo total das decisoes ao longo do horizonte de planejamento é:

T T
C1 Ty + -+ CpZr

Supondo conhecidos todos os parametros do modelo, é possivel formular o problema

de otimizacao deterministica multi-estagio como

: T T T
min CLT1 + CQx2 + o+ CpXr
T1,225--,TT
S.a. All‘l = bl
Bgl'l + Agl’g = bg

(A.1)

BTlL'T_l + AT.I'T = bT

120, x9>=0, xr =0
onde cada parametro de pode ser interpretado da seguinte forma:
e ¢, € R™: vetor de custo unitario da decisao do estagio t;
e b, € R™: vetor de recurso do estagio ¢;

o A; e R™>™: influéncia unitaria da decisao do estégio t no recurso disponivel

be;

e B, € R™>™-1: influéncia unitéria da decisao do estagio ¢ — 1 no recurso

disponivel b;.

Esta apresentacao das restricoes encontra-se na chamada “forma padrao”
(SHAPIRO et al. [61]) e todo problema linear pode ser reescrito desta forma. E
interessante observar que a influéncia das decisoes mais antigas do que as do estagio
anterior nas decisoes correntes também poderiam ser consideradas nesta formulagao
geral:

Byvi—p+ -+ Buxyy + Ay = by, 2, =0,

mas por questoes de simplicidade da notacao nao sera considerado nesta apresenta-
Gao.
Notacgao e revisao de probabilidade

Antes de prosseguir com o caso estocastico, é fundamental descrever a notagao de
probabilidade utilizada neste capitulo bem como uma breve revisao do conceito

associado:
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1. © é o espaco amostral do experimento aleatorio, isto é, €2 é o espago de todos

os possiveis resultados de tal experimento;

2. F é a o-algebra de 2. Em termos intuitivos, a o-algebra F é o conjunto
formado por subconjuntos do espago amostral {2 para os quais é permitido

associar probabilidades. As propriedades que definem uma o-algebra sao:
e 6}
(i) FeF, (i)DeF=DeF, e (iii){Di}7, cF=|]DieF;
i=1
3. C' e F é chamado de evento;

4. B é a o-algebra de Borel de R?. A o-dlgebra de Borel B é uma o-algebra
gerada pelos abertos de RY, isto &, é a menor o-algebra de RY que contém os
abertos de RY. Em termos intuitivos, esta o-algebra relaciona o conceito de

probabilidade e a ideia de limite, derivada e integral;

5. P: F — [0,1] é a fun¢ao medida de probabilidade que associa cada evento
C € F a um namero entre 0 e 1. As propriedades que definem uma medida de

probabilidade P sao:
() P() =0, (ii)PQ)=1 e (iii)P (@ c,) = ZP(@),

onde C; e C; sdo eventos disjuntos, ou seja, C; [ Cj = &, se i # j.

6. £: Q — RY é uma varidvel aleatéria que associa o resultado w € Q do
experimento aleatorio a um vetor em R¢. Para todo elemento D da o-algebra
de Borel B a pré-imagem por &, £71(D) = {w e Q| £(w) € D}, deve ser um
elemento da o-dlgebra F. Este requisito é necessario para dar sentido a ideia
de probabilidade dos valores de R? que estdo no contradominio da variavel

aleatoria &;

7. = é o suporte da variavel aleatoria £. O suporte = de uma variével aleatoria &

¢ o menor conjunto fechado de R? que contém ¢ com probabilidade 1, ou seja,

C é fechado
P(¢eC)=1

onde £ € C:={we Q| &(w)eCl;

8. A fungao distribuigdo acumulada de uma variavel aleatoria £ é definida por
F(xy, ... wq) =P(§ <1, .80 < 7q).
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9. Diz-se que £ é uma variavel aleatéria continua se existe uma funcao f : R — R

tal que
T4 T1
F(ml,...,xd)zj J fe(x, ..., xq)dzy ... dxg.
—0 —®

A funcao f satisfaz as seguintes propriedades:
Q0 e}
fg(l’l,...,xd)ZO (§] J J fg(xl,...,l’d>dl’1...dl’d=1
—0o0 —a0

10. Diz-se que £ é uma variavel aleatoria discreta se existe uma funcao p : = — R,

onde = é um subconjunto discreto de R", tal que

F(zy,...,2q) = Z p(ur, ..., uq).

(U1, uq)EE
UL ST, UISTq

A funcao p satisfaz as seguintes propriedades:

p(ul,...,ud)ZO € Z p(ula"'7ud>:1‘

(U1, uq)EE

11. E[£] € o valor esperado da variavel aleatoria £. Se £ é uma variavel aleatoria

continua entao
0 0
E[¢] :zf f Tfe(xr, ..., xq)dey ... dxg
—00 —00
e se £ ¢ uma variavel aleatoria discreta entao

E[¢]:= ), ﬁfp(xl,...,:vd).

A.3 Formulacoes multi-estagio estocasticas

Existem situagdes nas quais alguns parametros do problema deterministico ({A.1))
nao sao conhecidos antecipadamente. Uma classe desses problemas é quando
os parametros sao assumidos como aleatorios e as respectivas distribuicoes de
probabilidade podem ser estimadas. Este caso se enquadra nos chamados processos
de decisao sob incerteza e a pergunta fundamental que guia a modelagem de tais

problemas é:

e Quais informacoes estao disponiveis no momento que se deve tomar a decisao

do estagio t7

Denotando-se por & € R% o vetor aleatério associado aos parametros que sao

desconhecidos até o estagio t — 1 e observados apenas no estagio t, o processo de
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decisao pode ser ilustrado pelo diagrama abaixo:

decisao(x) ~» observagao(&s) ~~ decisao(xg) ~~

. ~» observagao(&r) ~ decisao(xr).

Por esta definicao, & ja foi observado e portanto é um vetor aleatorio constante.
Este documento analisa o caso em que c¢;, A;, B; e b;, parametros aleatoérios do
problema (A1), sao observados apenas no estagio ¢, ou seja, & = (¢, Ay, By, by).
Este vetor de parametros & é obtido enfileirando o vetor ¢;, as colunas das matrizes

A; e B; e o vetor by.

A.3.1 Formulacao por observacoes

Tendo em vista a natureza dos parametros, é importante discorrer sobre a
representacao das decisdes. Pois, como se conhece a priori a distribuicao das
observagoes em t + 1, {41, dada a realizagao das observagoes até t, £, é possivel
criar um regra sobre quais decisoes tomar em cada estagio t. Por exemplo, um
gestor de um fundo de investimento com a op¢ao de investir em renda variavel ou
em renda fixa pode criar uma regra sobre o quanto investir em cada aplicacao de
acordo com a evolugao das respectivas taxas de retorno. Considerando este conceito
de planejamento das decisoes, define-se uma regra de decisao ou politica como uma

sequéncia de funcoes das observagoes:

Tt E[t] — R™

& — (&), t=1,...,T

onde Z; é o suporte do vetor aleatoério £ := (&1, ... ,&). Como as regras de decisao
sao funcoes das observagoes, batiza-se a formulagao a ser enunciada como formulacao
por observacoes, pois nao se encontrou na literatura um nome apropriado. Observa-
se que as regras de decisao do estagio ¢ s6 podem depender das observacoes até t.

Esta restricao chama-se de nao-antecipatividade. Além disso, uma regra de decisao

x1(+), ..., xp(-) & vidvel se satisfaz a:
A1(&1)x1(Epy) = bi(&)

By(&2)w1(€y) + A2(&2)w2(€2)) = by(&2)

Br(&r)rr_1(§r—1) + Ar(&r)zr (&) = br(ér)
r1(§ny) =0, xa(§pg)) =0, rr(§ry) =0
(A.2)
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quase certamenteﬂ (q.c.), onde A4(&;) é a matriz construida a partir das componentes
do vetor aleatorio & correspondentes a A; e analogamente para By(&;), bi(&) e ¢i(&).

Note que nas equagoes (A.2)) ha dependéncia dos eventos w, isto é,

By (&(w)) x—1 (Epen(w)) + Ar (&(w)) 21 (§g(w)) = by (&(w))
2t (§(w)) = 0

para todo w e Q et = 1,...,T. Visando nao sobrecarregar a notacao, omite-se a
dependéncia dos eventos w.

Por ultimo, é preciso estabelecer um critério para a escolha de uma regra de
decisao. Para esta finalidade, minimizar diretamente o custo total nao faz sentido,

pois o custo total em si € uma variavel aleatoria:

of (E0)z1(&y) + o3 (&2)22(Ey) + -+ + ep(&r)ar(§m)

Um possivel critério ¢ minimizar o valor esperado do custo total:

E[CI(&)M(SU]) + C2T(52)952(§[2]) +o Tt CIT“<€T)xT<£[T])]-

Uma regra de decisao obtida por este critério satisfaz a seguinte propriedade: se
fosse possivel repetir o processo decisorio um ntmero grande de vezes com as mesmas
condicoes iniciais, o uso desta regra produziria o menor custo total em média dentre
todas as regras viaveis de decisao.

Com isso, enuncia-se abaixo a formulacao por observagoes de um problema de

otimizacao estocastica multi-estagio:

min (_)E[C—lr(gl)xl(f[l]) + ¢ (E2)xa(Ep) + +cp(Er)or ()]

s.a. Ay (&)1 (Ep) =b1(&1)
Ba(&2)z1(&1y) +A2(82)w2(Ep2)) = b2 (&2)

Br(ér)zr-1(§r-1)) + Ar(§7)27 (7)) =bT (éT)
z1(&1) = 0, r2([27) = 0, o7 (&) =0
(A.3)

lembrando que o minimo de (A.3) é tomado sobre o espaco de fun¢oes x1(-),. ..,

xp(+), isto é, o espago de todas as regras de decisao viaveis.

'Uma restricio é atendida quase certamente se o conjunto dos w’s que a satisfaz tiver
probabilidade 1.
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A.3.2 Formulagao aninhada

A formulacao aninhada pode ser vista como uma maneira de estabelecer uma ponte
entre a intuicao criada pela formulacao por observacoes e a descricao sucinta da
formulagao por programagao dinamica. Em geral, a formulacao por programagao
dindmica é a mais adequada para enunciar problemas reais.

Para se obter a formulacao aninhada é necessario reescrever a formulacao por
observagoes de maneira adequada. Com esta finalidade, denota-se por X; o
subconjunto de R™ gerado pelas restri¢oes de do estagio t:

X1 (&) = {r1 e R™ | A1(&)z1 = bi(&1), 71 = 0} (A4)
Xy(xy_1,&) = {xy e R™ | By(&)wio1 + Ae(§)xy = 0i(&), 2, =0}, t=2,...,T.

Com isso, a formulagao por observagoes (|A.3)) pode ser descrita por

min E el (€)x1(€m) + e (E2)2(ép) + -+ + ep(ér)zr(§m)]

z1(-),@2(),- 7 ()
1'1(5[1]) € Xl(gl), mt(f[t]) € Xt(xt—l(g[tfl]%gt)? t = 27 cee aT'
(A.5)

Ainda no intuito de produzir uma formulacao adequada, denota-se por M; o

espago das regras de decisao viaveis do estagio ¢t gerado pelas restri¢oes de (A.5)):

My = {a1:Z) = R™ | 21 (§y) € Xi(&) q.e.}
Mi(zi1(-)) = {ﬁt D2y — R™ | xt(f[t]) € Xt($t—1(§[t—1])7§t) qf-}; t=2,...,T.

Com isso, a formulagao (A.5)) pode ser descrita como:

i B led (0)71(€y) + e3 (E2)w2 (&) + -+ + e (r)or(§my)] (A.6)

z1(-) € My, z(-) € My(z-1(4)), t =2,...,T.

Um principio necessario para a construcao da formulacao aninhada é a
permutabilidade entre a esperan¢a e o minimo. Sejam X(§) € R™ um conjunto

que representa as decisoes vidveis para cada observacao & e
M= (a2 >R | 2(€) € X(E), ac)
o conjunto das regras de decisao viaveis. Entao, vale a seguinte relagao:

min E[F(x(£),&)] =E| min F(Z,¢)

, AT
2(-)eM L?e)((g) ] (A7)

ou seja, o minimo da esperanc¢a considerando o espago das regras de decisao viaveis
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(fungoes de M) é igual & esperan¢a do minimo considerando o espago das decisoes
vidveis (variaveis de X(£) < R") SHAPIRO [60]. Além disso, as solugoes 6timas de
ambos os problemas se relacionam da seguinte forma: z*(-) é uma regra de decisao
Otima, isto &,
z*(-) € argmin B [F(x(S), )] (A.8)
z()eM
se, e somente, para cada observacao &(w) a decis@o correspondente z*(£(w)) é 6tima,
isto é,
z*({(w)) € argmin F(7,€), Yw e Q, q.c.. (A.9)
ZeX(€)
Este principio é valido sob condigbes bem gerais, como descrito em SHAPIRO [60].

No caso do problema ({A.6), o principio da permutabilidade entre a esperanca e
o minimo (A.7) é aplicado T vezes:

min  E ¢ (&)z1(&ny) + - + ep(&r)r(Er)]| =

z1(-)eEMy
ze(-)eEMe(zi—1(-))
t=2,..T
= min E min el T + -+ T
z1(-)eEMy fTGXT(IT—l(g[Tfl])»gT)I: ! (51) 1(5[1]) T(gT) T]
zt()EMe(ze-1("))
t=2,..T—1
=--=E| min [¢f(&)F+ -+ cp(ér)ir] (A.10)
xleXl(fl)
ZreX; (Te—1,6t)
t=2,..,T

Em seguida, aplica-se o principio da decomposi¢ao dos minimos (ROCKAFELLAR
e WETS [55]) para o argumento da esperanca ((A.10)):

min  [] = min l min l min l]”
Z1€X1(61) Z1€X1(61) | T2eX(21,62) ZreXT(Tr_1,4T)

T1EX (T1—1,E¢)
t=2,..T

Com isso, o minimo da soma pode ser reescrito em sua forma aninhada:

omin  [e) (§)d1 + -+ ep(€r)in] =
$1€X1(£1)

Z1€X; (Te—1,6t)
t=2,...T

= min [clT(fl)i1+ min [+ min )[c;(gT):z:T]H. (A.11)

Z1€X1(£1) ZoeX2(%1,82) FreXr(Tr_1,¢T
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Por tltimo, a lei das expectativas iteradas (MAGALHAES e DE LIMA [40])

E[ ' ] - Elf[u [E|E[z] [ : 'E\§[T—1] [ ’ ]]]
aplicada em com o argumento resulta em

. T ~ . T ~
min ¢ 1+ E min ¢ To + E [ A12
BieXi(e) | ()2, ) F2eXp(31.62) ()2, o ( )

+ Eigryg [ min c;(fTﬁT]H

ZreXr(Tr_1,éT)

Substituindo a defini¢cao dos conjuntos X; em (|A.12)), para t desde 1 até T, obtém-se

a formulacao aninhada:

. T ~ . T ~
min c 71+ E min c To + E [ A.13
AN =bi(&1) &) o [32(52)i1+A2(€2)532=bz(52) 2 ()22 2 ( )
7120 2220
+ E min ch T ]]
ety [BT(ET)inl +~AT>(§T)57T=Z7T(£T) T(gT) T]
T =

A apresentagao usual da formulacao aninhada omite a variavel £ de modo a

produzir uma notagao menos carregada:

min ¢z +E min = ¢y x + E[ -+ E[ min C;LL‘T]} (A.14)
Arz1=b1 Box1+Asxo=bs Brxzp_1+Arxp=br
120 2220 =0
Porém, para uma primeira leitura, omitir estes detalhes pode obscurecer o
entendimento. Uma interpretagao da formulacao aninhada é: a primeira
decisao x; serd aquela que minimiza o custo imediato ¢ r; somado ao custo médio
das decisoes influenciada por z; a partir do segundo estagio, considerando que no
segundo estigio, ao observar &, a decisao x5 serd aquela que minimiza o seu custo
imediato cj xo somado ao custo médio das decisoes influenciada por zy a partir do
terceiro estégio, e assim por diante até que no ultimo estagio 7', ao observar &7, a

decisdo z7 serd aquela que minimiza o seu custo imediato cjzr.

A.3.3 Formulacao por programacgao dinamica

A formulagao por programacao dindmica, em geral, € conveniente para a descri¢ao
dos algoritmos. A ideia da programagcao dindmica é construir uma relagao recursiva
entre fun¢oes que sao resultados de problemas de otimizacao, onde geralmente a base
da recursao é uma funcao que considera todo o problema. Com o intuito de criar
essa recursao, utiliza-se a formulac¢ao aninhada para definir o custo médio Q,
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a partir do estégio ¢:

Q(ri-1,&_1) = E i i +IE[~-+IE i i ] _
Qt(ggt ! é[t 1]) thtfﬁglnfxt:bt G Tt I:BTxT—lIEhnTwT=bT CTxT] é[t 1
=0 720
(A.15)
t =2,...,T. Considerando a definicio de Q,, nota-se a seguinte relacdo recursiva
Quwi-1,&p-1) = E min el @+ Quy (w4, &) | €y | (A.16)
Bizi_1+Aize=bt
x:=0
t = 2,...,T, onde Qp,(-,-) := 0. Dessa forma, o problema para a primeira
decisao x; pode ser descrito como
min ¢ ¥1 + Qy(x1, ). (A.17)
A11'1>:Obl
xr1=

A funcdo Q,(-,-), chamada de funcdio de custo futuro, é interpretada como o custo
médio futuro condicionado as observacoes até o tempo ¢t — 1 e a decisao em t — 1.
Ainda no intuito de criar a recursao da programacao dindmica, define-se por )y

o custo total do estégio t:

Qe(ri-1,&) = min ¢ v+ Qi (&), t=1,...,T. (A.18)
tht71+Atl't:bt
z¢=0
A funcdo Q4(+,-), chamada de fun¢do de custo total, é interpretada como o menor
custo obtido considerando a soma do custo imediato ¢/ z; e o custo médio futuro
Q, +1(2e, &). Vale ressaltar que, pela definicao da fungao de custo total l , a

recursao (A.16) pode ser reescrita como:

@t(ﬁt—laf[tq]) =E [Qt($t—1a€[t]) ‘ g[tfl]] , t=2,...,T, (A.19)

o que significa que o custo médio futuro em ¢t é a média dos possiveis custos totais
do estagio t.
Tendo em vista as definicoes das fungoes de custo total e a de custo futuro, é

possivel enunciar a formulagao por programacgao dindmica:

Qt(xt—la f[t]) = min CtTilft + @Hl(xt, g[t]), te {1, Ce ,T} (AQO)
tht_1+>AOtrt:bt
Tt =

E[Qtﬂ(%,f[tﬂ]) ‘ f[t]] , o te{l,...,T—1} _

@tﬂ(ﬂ’?t:f[t]) = { 0 =T

A base da recursao ¢ a funcao de custo total Qi({pj), descrita em (A.17), que
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considera todo o problema.

Caso particular de um processo independente

Um caso particular importante para a descrigao do algoritmo SDDP a ser enunciado
adiante é quando as observagoes {;}ieny formam um processo independente. Neste
caso particular, as fungoes de custo futuro nao dependem de ;) e as fungoes de custo
total s6 dependem de &;. Com efeito, se {&; },en € um processo independente entao a
definicao da fung¢ao de custo futuro pode ser escrita sem o condicionante:

ra) . T . T
1) =E min cx+E[---+]E min CpT ] A21
Qt( ¢ 1> Bt$t71+At"Et:bt t ¢ [BT-Z'T71+AT$T:bT T T] ’ ( )
x4 =0 =0

pois as restrigoes e custos de sao referentes as observacoes a partir de t,
(&, ..., &r), e estao condicionadas as observacoes até ¢t — 1, {;—1]. Pela hipotese de
independéncia, a esperanca condicionada é igual a nao condicionada ({A.21)).
Com isso, a relagao recursiva se reduz a

Q,(z; 1) =E min cfxi+ Qui(z) |, t=2,....T, (A.22)
Bt$t71+140t$t=bt
Te=

e a fungao de custo total (A.18) s6 depende da observagao em t:

Qi(x4-1,&) = min clr+ Qu(z) t=1,...,T. (A.23)
Bt$t—1+>AOt$t=bt
Tt =

Substituindo (A.23)) em (A.22)), obtém-se a fun¢ao de custo futuro como a média

dos custos totais para o caso particular em que as observagoes sao independentes:

Q,(ri_1) = E[Qu(z—1,&)], t=2,...,T. (A.24)

A formulag¢ao por programacao dindmica para o caso em que as observagoes

{& }1en 880 um processo independente é, portanto,

Qi(1-1,6) = min cfxi+ Qi (zy), tefl,....,T} (A.25)
Bixy 1+ Asxi=bt
=0
Q,.1(z) = E[Qii1(xe, 1) , tefl,....,T—1}
t+1( Tt 0 oy ’
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A.4 Formulacao do problema de planejamento de
longo prazo da operacao

Como visto na secao [A.I] o objetivo do planejamento da operacdo de sistemas
hidrotérmicos é determinar uma meta de geragao para cada usina em cada estagio do
periodo de planejamento e estado do sistema. Essa estratégia deve minimizar o valor
esperado do custo de operagao ao longo do periodo de planejamento que compreende
custos de combustivel e penalidades por falha no atendimento & demanda.

A disponibilidade de quantidades limitadas de energia hidroelétrica, sob a forma
de agua armazenada nos reservatoérios do sistema, faz com que o problema de
operacao seja muito complexo, porque cria uma conexao entre as decisoes de um
dado estéagio e as futuras consequéncias desta decisao. Por exemplo, ao se esgotar os
estoques de energia hidroelétrica e no futuro ocorrerem baixos volumes de afluéncia
pode ser necessario o uso de geracao térmica cara ou falhar no atendimento a
demanda. Por outro lado, ao se manter os reservatorios cheios através de um
uso mais intenso de geracao térmica e no futuro ocorrer um grande volume de
afluéncia pode haver vertimento, o que significa um desperdicio de energia, e
consequentemente custos de operagao mais altos. Como é impossivel ter uma
previsao perfeita de afluéncias futuras, o problema de operacao é essencialmente
estocastico.

A seguir é apresentado, na formulagao por programacao dindmica, o problema
de planejamento energético de longo prazo como descrito em SHAPIRO et al. [64],

considerando a representagao a reservatorio equivalente de energia:

Q¢ (vy, a[t]) = min Y ZjeTk Cigi; + 5§t+1(vt+17 a[t])
S.a. Viy1 =Vt ay— g — St
Gtk + Z]’ETk Gij + Zlegk(ftlk — fu) = du,, Vke K
O<wv1 <7, 0<q¢g<q 0<s,

qt+st>g7 gégtgg, igftéf

E [Qt+1(vt+1aa[t+1]) ‘ a[t]] S {1,--~7T— 1}

©t+1(vt+17a[t]) = { 0 t=T

paratodot =1,...,T.
A funcao objetivo
Z Z ¢igt; + BQu1 (Ves1, apy)

keK jeTy,
representa a soma do custo total de geracao térmica, déficit e o custo futuro

Q41(Vi41, apy) convertido em seu valor presente:
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[ fator de desconto;
K conjunto de subsistemas; e

T}, conjunto de térmicas do subsistema k.
A equacao de balango energético para cada reservatorio é:
Vi1 = U+ @y + @ + S¢

vy vetor de energia armazenada no inicio do estagio t;
a; vetor de energia afluente durante o estagio ¢;
q; vetor de energia turbinada durante o estagio ¢; e

sy vetor de energia vertida durante o estagio ¢.

A equagao de balango de carga, em MWmés, em cada subsistema k e estagio t é:

Qi + 2 Gtj + 2 (fur — fer) = duk

J€T} 1eQy,

dy. carga;.
Qi geragao hidraulica;.
Yjer, 9t geragdo térmica (incluindo o deficit);.
fur  fluxo de energia do subsistema [ para o subsistema k;.e
Q) conjunto de subsistemas diretamente conectados ao subsistema k.

Zleﬂk( fur — fu) intercAmbio liquido de energia;.

O nao atendimento a demanda é representado por uma geracao térmica ficticia
de capacidade infinita e custo associado elevado. A interpretacao desse custo é o
impacto econdmico unitario associado ao corte de carga.

Os limites das variaveis sao:
0 < w41 < v, energia armazenavel minima e maxima;

0 < ¢ <7q, geracao hidraulica minima e méxima;

0

N

s¢, vertimento minimo;

q: + s; = q, energia defluente minima;

B

g < g <g, geracao térmica minima e maxima; e

[ < fi

N
|

intercambio energético minimo e maximo.

Para cada estagio t, o vetor de decis@o ¢ dado por x; = (vir1, @, St, Gt, f)- No
problema de planejamento da operagao a tnica incerteza considerada é a afluéncia,

isto é, & = ay, e a funcao de custo total e futuro dependem somente da componente
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v; da decisao anterior z;_;. Neste sentido, ¢ usual escrever Qy(vs, agg) e @, (vs, apy)

ao invés de Qi(zi-1, apy) e Q(zi—1, ap).

A.5 Arvore de cenarios

Como em geral, para variaveis aleatorias continuas, nao é possivel calcular
analiticamente a funcao de custo futuro como a esperanca das fungoes de total,
aproxima-se a respectiva distribuicao por uma distribuicao discreta finita dada por
uma arvore de cenarios. Para tal procedimento, existem varias técnicas como: Monte
Carlo, quasi-Monte Carlo, importance sampling, Latin Hypercube, entre outros,
descritos em SHAPIRO et al. [61]. Neste ponto, assume-se que o processo aleatorio
ja foi discretizado.

O proposito desta secao é definir o que é uma arvore de cenérios, sugerir uma

notagao para se referir as componentes dessa arvore e descrever a formulagao por

programacao dinamica (A.20)) e (A.25) para um processo discreto dependente e

independente representado nestes termos. Para ilustrar as definigoes que serao
apresentadas a seguir é dado um exemplo de uma arvore de cenérios dependente

e uma independente.

(a) arvore dependente (b) arvore independente

Figura A.1: Arvores de cenéarios

De modo geral, um processo aleatério discreto pode ser representado por uma
drvore cujos os vértices possuem a informacao das possiveis realiza¢oes das variaveis
aleatorias e as arestas possuem a informacao das probabilidades condicionais do
processo, ou seja, a informagao da probabilidade de um dado vértice condicionado a
todo passado observado até o vértice antecessor. Esta arvore é usualmente chamada

de arvore de cendrios.
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Formalmente, denota-se por N o conjunto finito de vértices da arvore, por 1 o
vértice raiz e por a(-) a fungdo antecessora que a cada vértice j associa o respectivo

vértice antecessor a(j), onde apenas o vértice raiz ndo possui antecessor:

a: N\{1} > N

J = a(j).

A propriedade que define a fungao antecessora a(-) é a de nao possuir ciclos,
isto é, nao existe vértice 5 tal que seu r-ésimo antecessor seja ele mesmo, isto é,
a"(j) # j, Vr = 1. Ressalta-se que cada vértice deve possuir um tnico indice.
Assim, define-se uma drvore como uma trinca (N, 1,a(-)), onde N' é um conjunto
finito, 1 é um elemento especial de N' chamado de vértice raiz e a(-) é a fungao
antecessora tal como definida acima. No caso das figuras e [A.ID] tem-se
Naep = Ninaep = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} e as respectivas fungoes antecessoras a(-)
descritas na tabela [A.2al e [A.21)] abaixo.

j ]2 3456789 10][j[[23456 789 10
a()[1 1T 1 2 2 2 3 3 4 |[a()|1 1 1 2 2 3 3 4 4

(a) Fungdo antecessora da arvore dependente (b) Fungéo antecessora da arvore independente

Tabela A.2: Exemplo de fungoes antecessoras

A seguir, sao descritas as diversas estruturas inerentes a uma drvore (N, 1,a(+)):

(i) O conjunto de arestas A ¢ formado por todos os pares (a(j),7), onde j é um
vértice diferente da raiz 1. Por exemplo, nas figuras e 0s conjuntos

de arestas sao:

Aaep = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,5),(2,6),(2,7),(3,8),(3,9), (4,10)}
Aindep = {(17 2)7 (17 3)7 (174>7 (27 5)7 (27 6)7 (37 7)7 <3v 8)7 (47 9)7 (47 10)};

(ii) O conjunto de vértices filhos ou também denominado sucessores de um vértice
1 ¢ o conjunto formado pelos vértices que tem ¢ como antecessor, ou seja,
S(i) :={j e N | i =a(j)}. Por exemplo, na figura o vértice 2 possui

como conjunto de sucessores S(2) = {5, 6, 7}.

(iii) Diz-se que um vértice j pertence ao estdgio t, se seu (t — 1)-ésimo antecessor é
o vértice raiz: a'~1(j) = 1. Por convengao, assume-se que a raiz pertence
ao primeiro estagio. O conjunto dos vértices pertencentes ao estagio t é
denotado por N;. Por exemplo, na figura o vértice 6 pertence ao terceiro
estagio, pois a?(6) = a(2) = 1, e o conjunto dos vértices do terceiro estagio é
N3 =1{5,6,7,8,9,10};
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(iv) Um vértice j é uma folha se pertence ao ultimo estagio T

(v) Diz-se que um vértice i é ancestral do vértice j, se existir r = 0 tal que i = a”(j).
Por convengao, define-se a’(j) como o proprio vértice j. Logo, todo vértice é
ancestral de si mesmo (nao é antecessor). Por exemplo, na figura o vértice

9 tem como ancestrais os vértices 9, 3 e 1;

(vi) O conjunto de vértices da sub-drvore com raiz i ¢ o conjunto formado pelos
vértices que tem 7 como ancestral, ou seja, 7 (i) = {j e N | i = a"(j), r = 0}.
¢ a funcao

A sub-drvore com raiz ¢ é dada por (7(i),4,a), onde aj

oniiy) \(i)
antecessora a(-) restrita ao conjunto de vértices 7 (i)\{i}. Por exemplo, na
figura o conjunto de vértices da sub-arvore dependente com raiz em 3
¢ T(3) = {3,8,9} e a restrigio da funcdo antecessora aj,, ,,(j) ¢ dada pela

tabela [A.3]

J 8 9
S ra0) {i}(j) 3 3

Tabela A.3: Funcao antecessora da sub-arvore dependente

(vii) Se o vértice j pertence ao estagio t, o ancestral do estdgio 7 de j (7 < t) é
definido por j, = a'~"(j). Decorre da definigdo que se j pertence ao estagio ¢
entao seu ancestral do primeiro estagio ¢ o vértice raiz: j; = 1. Por exemplo,
na figura o ancestral do segundo estagio do vértice 10 é 4 e o do primeiro

estagio é 1.

Para que a estrutura de arvore acima descrita constitua uma arvore de cenarios
& necessario incorporar a informacio das realizacoes do processo aleatorio {&}L,
e as respectivas probabilidades na estrutura de arvore. Neste sentido, associa-se a
informagao de uma possivel realizacao da variavel aleatoria & a um vértice j do
estagio t. Esta informacao ¢ denotada por £7. Os vértices desde a raiz até o vértice
j do estagio t sdo denotados por [j] := (a'=!(j),...,a(j),j) e estdao associados
a uma possivel realizacao da varidvel aleatoria ). Esta informacao é denotada
por &Vl Por exemplo, na figura o conjunto de valores que as variaveis
aleatorias & e {2 podem assumir sdo Zp = {€2,£%, ¢4} e Sy = {1, B ¢} =
{(£4,€2), (&4, €3), (&1, &)}, respectivamente.

Com relacao as probabilidades, a informacao da probabilidade de & assumir o
valor &’ condicionado ao fato de que nos estagios anteriores a ¢ se observou &p_y
igual a 9@ isto ¢, P(& = & | &y = €9W)) esta associada a aresta (a(j), 1),
onde j ¢ um vértice do estagio t > 2. Esta informacao é denotada por pg),;-.

Pela defini¢ao de probabilidade condicional, destaca-se para um dado vértice i que
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Dij

> ( para todo j sucessor de 7 e Zjes(i) pi; = 1. Por exemplo, na figura

P25+ D26t P27 =1¢€ pas,pag,po,r = 0.

Com isso, uma &arvore de cenarios é definida como uma &arvore (N1, a(-))

associada as possiveis realizagoes do processo aleatorio {&/}enr e probabilidades

condicionais {pij}(m)e 4. A seguir, s@o descritas algumas estruturas inerentes a uma

drvore de cendrios:

(a)

O vértice raiz representa a informacao do primeiro estagio que se supoe
conhecida e por isso a probabilidade associada é 1, ou seja, p' := P(§; = &) = 1.
Com este fato e a definicao de probabilidade da aresta, tem-se a motivacao
para definir a probabilidade associada a um vértice 7 do estagio t como a
probabilidade de &y ser igual a &V, ou seja, p? 1= P(&y = €U1). Com isso
é possivel interpretar a decomposicao da probabilidade conjunta em produto de
probabilidades condicionais:
t
P(éy = €V) = P(&1 = ¢") HP<§[T] =& | g = 5[“‘”])

T=2

como a decomposicao da probabilidade do vértice j em produto das probabili-

dades das arestas relacionadas ao caminho que liga o vértice raiz a j:

t
P =" pio_
p pj(771)7.77'7

T=2

onde j, é ancestral de j do estagio 7. Destaca-se também a intepretagao da

probabilidade condicional em funcao da razao de probabilidades conjuntas:

P&y = €U
P(Epp_y) = £o0)

P& = & | &) = £l0) =

como a probabilidade da aresta em fungao da razao da probabilidade dos
vértices de sua extremidade: p’ = py;);p°Y). Por exemplo, na figura

pg = p3,9p3 = P1,3P3,9-

Um cendrio é uma particular realizacao dos coeficientes aleatérios do primeiro
ao tultimo estagio T, isto ¢, um cendrio ¢ uma realizagao de §7). Se a
distribuicao dos coeficientes &7 ¢ descrita por uma arvore de cenarios, um
cenério corresponde as realizagoes ao longo do tnico caminho da raiz até uma
de suas folhas, ou seja, os cenarios sio dados por £U) onde j sdo vértices do

ultimo estagio T

Considerando a notacao de &arvore de cenérios, é conveniente escrever a

formulagao por programagao dindmica (A.20) e (A.25) para processos dependentes
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e independentes nesta notacao. Dessa forma, as fungoes de custo futuro e total
sao descritas pelos possiveis valores do processo aleatério {&}1_, e as respectivas
probabilidades ao invés do processo aleatorio em si.

Neste sentido, seja (N, 1,a(-)), {&'}jen € {Pij}ij)ea @ representagdo em arvore
de cenarios do processo aleatorio {&}1_; e £ uma possivel realizagio de & ;. Com

isso, a fungao de custo futuro em (|A.20]) pode ser descrita por:

@t(ivt—bf[i]) =E [Qt(mt—lag[t]) ‘ f[tq] = f[i]]
= D P& =& | Gy = €N Qu(wi, €Y

JeS (@)
= Z pith(«Tt—la f[j])~

jes (@)

A formulagao por programagao dinamica (A.20]) para arvore de cenarios fica:

Qi(x¢-1, f[j]) = min ,Cjiﬁt + @Hl(%ﬁ, f[j]) (A.26)
Bizy 1 +Alx=b
x:=0
Qi1 (€9 = Dkes PikQer(x, €M) te {1,...,T -1}
RN 0 t=T
para todo j e My et =1,...,T. De modo a nao sobrecarregar a notacao, omite-se

o simbolo de transposto (-)" para o produto interno entre ¢/ e z;. Por exemplo, as
figuras[A.2ale representam as fungoes de custo total e futuro em cada vértice da
arvore de cenérios, ou seja, as fungoes de custo total e futuro associadas a informagao
disponivel no dado estagio. De modo anélogo, para o caso independente a

mesma relacao para as fungoes de custo futuro se descreve por:

@t(xtfl) =E [Qt(xtfly ft)]
=K [Qt(l’tflagt) | f[t—l] = f[i]]
= Z pith<xt—17£j)7

jes(@)

onde a segunda igualdade decorre da propriedade de independéncia da &rvore de

cenarios. Com isso, a formulagao por programacao dinamica do caso independente

A2)

Qt(wt—l,fj) = Bi ITIE b dwy + @t+1(xt) (A.27)
xt_lthO “
@ (I’ ) _ Zkes(j)pijt+l(xt7§k) ’ te {177T_ 1}
t+1\"1 0 t=T
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para todo j e Myet =1,...,T. Por exemplo, as figuras e representam as
funcoes de custo total e futuro em cada vértice da arvore de cenarios independente.

Uma convengao que facilita a associagao de um vértice com o respectivo estagio
é reservar o uso de certas letras para certos estagios, tendo como referéncia o valor
de t. Neste documento, as letras i, j e k sao utilizadas para os vértices do estagio

t—1, tet+ 1, respectivamente: 1 € N;_1, je N, e ke Nyyq.

W |
Q:(- €1, €1) Qal-, €Y (10) Qs(-,€9)

(a) Custo total: caso dependente (b) Custo total: caso independente

Figura A.2: Funcgoes de custo total

. .-
Dyl € €) 0 (10)Q, =

(a) Custo futuro: caso dependente (b) Custo futuro: caso independente

Figura A.3: Fungoes de custo futuro

A.6 Elementos de analise convexa e algoritmos em

otimizacao estocastica

O conhecimento das fungoes de custo futuro e total para qualquer estagio e historico

de observagoes permite obter a decisao 6tima em qualquer instante por meio da
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solugao de ([A.20)) em cada estagio. Apesar de se observar as relagoes entre Qy(-, )

e @Q,(+,-), ndo é conhecida uma féormula analitica geral para se obter estas fungoes,

mesmo quando o processo aleatorio é descrito por uma arvore de cenarios.

Neste sentido, torna-se necessario criar algoritmos que fornecam aproximacoes

para as fungoes de custo futuro e total. Para esta finalidade, descrevem-se algumas

propriedades dessas fungoes, considerando as defini¢oes a seguir e a ilustragao da
ﬁgura Seja f: R" > Ronde R =R U {40, —ox}

L.

IT.

I1I.

IV.

O epigrafo de f(-), epi(f), é a regidao definida acima do grafico de f, ou seja,
epi(f) i= {(z,w) € R™1 | f(x) < wh

Diz-se que f(-) é conveza se seu epigrafo é um conjunto convexo;

O dominio efetivo de f(-), dom(f), é o conjunto de pontos z € R™ em que f(z)

¢ menor do que +o0;

Diz-se que f(-) é propria se seu dominio efetivo é ndo vazio e se em todo ponto

tal fungao ¢ maior do que —oo;

Diz-se que f(-) é poliedral se é propria, seu dominio efetivo é um conjunto
poliedral convexo fechado e em seu dominio efetivo tal fung¢ao é o maximo de

um numero finito de funcoes afins. Em outras palavras:

f(a) max;—y(r/x +y) ,se Ar <b
€T —
+o0 , caso contrario

e dom(f) = {z € R* | Az < b} # @. Uma fungdo poliedral é em particular

uma fungao convexa como ilustrado na figura [A.4]

f(x) A

Y

dom(f)

Figura A.4: fungao poliedral
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Por convencao, o valor 6timo de um problema de minimizacao é +oo se
o respectivo conjunto de solucoes vidveis é vazio. Como as fungoes de custo
total e futuro sao definidas como valores 6timos de problemas de
minimizagao, ao mudar os argumentos dessas fung¢oes mudam o conjunto de solugoes
vidveis dos respectivos problemas. Logo, é possivel que para certas observagoes e
decistes passadas tais conjuntos de viabilidade sejam vazios e com isso as fungoes
de custo futuro ou total assumam +oc0.

Por outro lado, assume-se que as fungoes de custo total sao maiores do que —o0,
para toda decisao passada e realizacao da incerteza. Por isso, essa hipOtese precisa
ser verificada para cada problema. Em geral os recursos fisicos sao finitos, o que
significa que na maioria dos problemas nao existe uma decisao “infinitamente boa”
e portanto essa hipotese é quase sempre verdadeira.

Visando construir um algoritmo que fornega aproximagoes para as fungoes de
custo futuro e total, é importante compreender melhor as propriedades dessas
fungoes. Uma primeira propriedade é o seguinte

Fato 1: Q,(-,&u—1)) € Q:(-, &) sdo fungdes poliedrais.

Considerando a estrutura de uma fung¢ao poliedral f(-), uma ideia natural é
aproximar f(-) em um dado ponto z* pelo plano tangente que passa por f(z*), pois
em seu dominio efetivo f(-) é uma fungao convexa, linear por partes e portanto
pode ser representada por um numerio finito de planos. A maneira tradicional de
se parametrizar cada plano tangente é pela expansao de Taylor de primeira ordem:
f@@*) + Vf(@*) (z —a*).

Entretanto, fungoes poliedrais, assim como fungoes convexas em geral, podem
nao ser diferenciaveis em alguns pontos, como os bicos da figura sugerem, € por
isso é necessario que se estenda o conceito de diferenciabilidade. Dada uma fung¢ao
convexa propria f : R” — R e um ponto z* tal que f(2*) é finito, diz-se que g € R™

¢ um subgradiente de f(-) em z* se
flx) = f(@*) +g"(x —2%), VzeR" (A.28)

O conjunto de todos os subgradientes de f(-) em x* é chamado de subdiferencial e
¢ denotado por df(z*). Quando f(x*) é igual a +00, define-se Jf(z*) como sendo
vazio. Pode-se mostrar que f(-) é diferenciavel em z* € int(domf) se, e somente se,
Of (x*) possui um tnico elemento. Neste caso, df(z*) = {V f(z*)}.

Considerando essa generalizacao de derivada, observa-se que f(z*) + ¢' (z — 2%)
é uma parametrizacao de um plano tangente em (z*, f(z*)) que contém epi(f) no

lado oposto ao vetor normal (g, —1):

g'a* — f(z*) = g'w — f(x), VYreR",
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como ilustrado na figura[A.5| Por exemplo, a fun¢ao modulo || de um namero real =

f (-T) A
0 s
Figura A.5: Plano tangente e vetor subgradiente
¢ uma funcdo poliedral, pois |z| = max(z, —z), e consequentemente uma fungao

convexa propria. Para valores de x maiores que 0, tem-se f(x) = x e portanto f é
diferenciavel em = com f’(x) = 1. De modo analogo, para valores de x menores que
0, tem-se f(x) = —x e por isso f é diferenciavel em x com f’(z) = —1. Quando x é
igual a 0, a funcao f é nao diferenciavel e por isso é necessario aplicar a definigao de
subgradiente: |z| = g -z, Yo € R. Com isso, aplicando valores positivos e negativos
para x, obtem-se que 1 > g e —1 < g, respectivamente. Além disso, todo ¢ entre —1
e 1 satisfaz a definicao de subgradiente em 0. Portanto, o conjunto de subgradientes

de f(-) em 0 s@o os nameros entre —1 e 1, ou seja, df(0) = [—1, 1]. Resumindo,

{-1} ,sex <0
of(x) =< [-1,1] ,sex=0
{1} ,se x>0

Na figura é ilustrada a fungao modulo e os respectivos subgradientes.
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(97_1)

Figura A.6: Fungao modulo

Neste momento, levanta-se a seguinte pergunta: como calcular os subgradientes
das fungoes de custo total e futuro? Os resultados sao enunciados a seguir.

Fato 2: Quando Q:(z¢—1,&[) ¢ finito, o subdiferencial de Qy(-, &) no ponto
Ti—1 é

a@t(%&f[t]) = —B;@t(ﬂftfl,f[t]), <A~29)

onde ©(x¢—1,&[) ¢ o conjunto de solucdes duais 6timas associados ao problema
(A.18) que define a funcdo de custo total Qy(-,&[y). Obs: o conjunto de solucdes
duais 6timas ¢é igual a menos o conjunto de multiplicadores de Lagrange 6timos.

Fato 3 (Subdiferencial da soma): Quando Q;(z;_1,£V]) é finito para todo vértice
j sucessor de i, tem-se que Q,(z,_y, &) é finito e o subdiferencial de @, (-, %) no
ponto ;1 é:

Q1,6 = 37 pyoQu(we s, V) (A.30)
€S (4)

Uma analise desses resultados indica que o subdiferencial da funcao de custo
futuro Q,(-, &) depende do subdiferencial das funcdes de custo total @Q4(-, V1) de
cada vértice j sucessor de i e o subdiferencial da funcdo de custo total @Q(-, &)
depende das solucoes duais 6timas referentes ao problema de minimizacao
que o define. Entretanto, a fungao objetivo do problema de minimizagao que define
a fungdo de custo total Q4 (-, €M) depende do custo futuro Q,., (-, €U1) que é referente
ao estagio posterior e nao é conhecido previamente, a menos do caso t = 7', onde

Q741(-,+) = 0. Por esse motivo, o tnico caso em que se pode calcular subgradientes

com (A.29) e (A.30) é para o ultimo estagio 7. Com isso, a ideia de aproximar

o custo total e o custo futuro em cada estagio por planos tangentes precisa ser
reavaliada.
Uma abordagem para a questao levantada é calcular todos os planos tangentes

da fungao de custo futuro e total do dltimo estagio T'. Feito isso, tem-se a descrigao
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completa da funcdo de custo futuro Qp(-,£1) e a partir dai gera-se com (A.29) e
(A.30) todos os planos tangentes da fungao de custo total e futuro do estagio 7' — 1.
Este procedimento continua até que se conheca todas as fungoes de todos os estéagios.

Porém, existem duas principais dificuldades que tornam este algoritmo impraticavel:

(a) O desconhecimento de um bom critério que verifica se um dado conjunto de

planos tangentes representa a respectiva funcao em todos os pontos;

(b) O tempo computacional para o célculo de todos os planos tangentes ou o espago

necessario para o armazenamento dos mesmos pode ser proibitivo.

A.6.1 Algoritmo Nested Cutting Plane

Um aperfeicoamento destas duas ultimas ideias é calcular alguns planos que
aproximam inferiormente as funcoes de custo futuro e total, mas que nao sao
necessariamente tangentes, e acrescentar esses planos a aproximagao da funcao de
custo futuro de cada estagio. A ideia é que a aproximacao inferior da funcao de
custo futuro seja definida pelo maximo dos planos inferiores gerados até a iteragao
corrente, o que por definicao é uma funcao poliedral. Com isso, a cada novo plano
inferior acrescentado uma nova aproximacao inferior da funcao de custo futuro é
produzida, maior ou igual a anterior. Este processo de acrescentar planos inferiores
¢ chamado de refinamento da aproximacgao da funcao de custo futuro.

Fixada uma familia de fun¢des poliedrais {Q,(-,¢l1) |ie N, t =1,....T} que

aproximam inferiormente as respectivas fungoes de custo futuro:

§t<xt—17§[i]) < @t('xt—lag[i])a Vl't_l

¢ possivel induzir uma familia de fungdes {Q;(-,&UN) |jeN;, t=1,...,T} que
aproximam inferiormente as respectivas funcoes de custo total ao substituir na

defini¢ao (|A.26]) a fungao de custo futuro pela sua aproximagao inferior:

Qt($t—1,f[j]) = min .C“j33t + §t+1(1’t>fm)> V1. (A.31)
Bixi_ 1+ Alx=b7
x+=0

A funcdo Q(-, V1) é uma aproximacdo inferior de Q,(-,£11), pois os problemas de
otimizagao (A.31)) e (A.26]) que as definem sao idénticos a menos da fungao objetivo,
onde a fun¢ao objetivo de (|A.31]) ¢ menor do que ou igual a de (A.26]). Assim:

Qt(xt—hf[j]) < Qt(xt—hf[j])u V.

A aproximagcao da fungao de custo total Qq(-, ¢ [j]) possui propriedades importantes

que serao usadas na construgao do algoritmo Nested Cutting Plane e que estao
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descritas no Fato 4.
Fato 4: Q,(-,&V]) é uma funcdo poliedral. Quando £, (x,_1,£U1) ¢ finito, o
subdiferencial de £,(-, £V!) no ponto x,_; &

0 (e 1,9 = =B D, (1,4, €V, (A.32)

onde @t(xt,l, ¢U1) & o conjunto de solucdes duais 6timas de (A.31]).

A

dom(Q)

dom(R)

Figura A.7: Aproximagao da funcao de custo futuro

De modo a simplificar esta exposicao, € interessante que a funcao de custo futuro
e total sejam sempre finitas. Para esta finalidade, é suficiente supor que o problema
original seja relativamente completo, isto é, toda decisao viavel do estagio
anterior torna o conjunto viavel do estagio posterior nao vazio para qualquer possivel
realizacao passada §[; representada na arvore de cenarios. Com isso, as fungoes de
custo futuro e total sao sempre finitas para toda decisao viavel.

Neste ponto a pergunta é como refinar a aproximacao inferior das fungoes de
custo futuro e total. Para responder essa pergunta, é importante lembrar a limitagao
da abordagem de calculo de planos tangentes. Como mencionado no Fato 3, a fungao
de custo futuro do estagio t, Q,(-, ¢ [i]), depende das fungoes de custo total do estagio
t, {Qt(-,f[ﬂ)}jes(i), e cada funcdo de custo total @Q;(-,&V]) depende da funcio de
custo futuro do estagio t + 1, Q, H(-,f[j]), que ¢é conhecida apenas no caso t = T
em que é identicamente nula. Em funcao do Fato 3, a pergunta sobre como refinar
as aproximagoes inferiores das funcoes do tltimo estégio T' ja esta respondida. A
questao importante agora é: a partir da aproximacao das fungoes de custo futuro e
total de um dado estagio ¢ + 1, como melhorar a aproximagao das fungoes do estagio
t? Com a resposta desta pergunta, responde-se também a pergunta inicial que gerou

esta analise, pois por indugao ao longo dos estagios se refina as aproximacoes das
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funcoes de um dado estigio por meio das aproximacoes dos estagios posteriores até
que todas as fungoes de todos os estagios estejam bem aproximadas.

Com o intuito de propor uma forma de trazer a informacao das aproximacoes
de um dado estagio para o estigio anterior, observa-se que a func¢ao de custo futuro
pode ser escrita como a esperanca condicional dos custos totais e cada custo total
possui uma aproximacao inferior por planos. Com isso, a esperanca condicional
da aproximacao inferior por planos é uma cota inferior para a funcao de custo
futuro. Com efeito, dada uma decisao viavel x; ; é possivel gerar um refinamento

da aproximacdo do custo futuro Q(-, £171) observando que:

@t(xt—lyf[i]) = Z pij@t($t—1af[j])

jes(i)

= 2 pijgt<xt—1>£[j])
Jjes(i)

> > iy (il 69 + ¢ (w0 — 27 )
jes(i)

= 2 pijﬂt(xf—pfm) + Z (pijgj) (Te-1 — 21 4), (A.33)
jes(i) jes(@)

Vg g

onde ¢/ ¢ o subgradiente de Q,(-, V1) no ponto z7 |, ou seja, ¢ € d9Q,(zF ,, V). O
plano definido por ({A.33)) é chamado de corte médio e pode ser agregado ao conjunto

de planos que aproximam a funcao de custo futuro do estagio t:

Qi(w,1, €M) i= max § Qy(z,4,7), 2 pz'jﬂt(qu,fm) + Z (Pijgj) (T—1 — 27_4)

jes (i) 7S (i)

Apos atualizar a aproximagao das fungoes de custo futuro, atualiza-se a aproximagao

das fungoes de custo total:

iy . : i A i
Qt—l(iﬁt—%f[]) = 1N T Qt(ﬂft—1>€[])-
Blzy_o+Alxy_1=b"
=0
Isso responde a pergunta de como refinar as aproximacoes das fungoes de custo total
e futuro num ponto x; ;.
Uma outra pergunta natural é como inicializar as aproximagoes das fungoes

de custo futuro. Uma ideia simples é inicializa-las como constantes que sao cotas

inferiores para a funcao de custo futuro. Para isso é preciso verificar duas hipoteses:

1. As funcgdes de custo futuro Q,(-, &), ¢t = 2,... T, sdo limitadas inferiormente

para cada realizacao da incerteza &U; i e N_.
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2. O problema que define a func¢ao de custo total (A.18) sem a fungao de custo

futuro deve ser limitado inferiormente para toda decisao viavel x;_q:

—w0<  min dx, t=1,...,T. (A.34)
Bixi_1+Alzi=b7
x+=0

Por fim, é preciso definir uma maneira de escolher os pontos z;_; em torno dos
quais se obterd uma aproximacdo linear para a funcdo de custo futuro Q,(-, &),
como sugerido em . Véarios algoritmos podem ser criados apenas escolhendo
diferentes formas de se obter solugoes viaveis zj ; para cada estdgio. Em geral, o
algoritmo mais utilizado é o Nested Cutting Plane que se baseia em duas etapas e

um teste de parada:

i) Etapa “forward": encontra-se solugoes viaveis em torno das quais
se obterd linearizagoes que aproximam inferiormente a funcao de
custo futuro. Isto é feito percorrendo a arvore de cenérios em ordem
crescente de estagio e passando por cada vértice 5 de modo a obter

a solucao 6tima 2’/ de cada problema de minimizacao que define

(220 ).

2’ e argmin dJdxp + Qt+1($t,5m)a
Biza(d) 4 Ad g, =bJ

x+=0
onde z°U) é a solucdo 6tima do problema do vértice antecessor.
Apos caluladas todas as solugoes vidveis de todos os vértices da
arvore, estima-se uma cota superior para o custo total do primeiro
A 1 1 = . i J ] PPN CY) <
estagio Q1(¢') com z := ZjEN]ﬂchJ (a afirmagao “superior” sera

justificada adiante).

ii) Etapa “backward": calcula-se as aproximagoes lineares inferiores
das funcoes de custo futuro centradas nas solugoes viaveis obtidas
na etapa forward. Isto é feito percorrendo a arvore de cenarios em
ordem decrescente de estéagio, calculando em torno de cada ponto
viavel 2 a aproximacao do custo total Qt(mi,f[j]) e o respectivo
subgradiente ¢/ € 09, (2%, €91, para todo vértice j sucessor de i. E
importante observar que no ultimo estagio T' é calculado o préprio
custo total Qp(z?, €M) e o respectivo subgradiente g7 € 0Qp (2, £1).
Essas informacgoes sao utilizadas na construgao do corte médio

(A.33) que é agregado ao conjunto de estimativas da funcao de
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custo futuro (-, £1):

ﬁt(xt—la f[i]) = max {ﬁt(xt—l7€[i])7
Z pz’th(l'i,fm) + Z (pijgj) (zt-1 — xz)}

jes (i) 7S (i)

Em seguida, atualiza-se a aproximacao das fungoes de custo total:

Qa(z M) = min day + Qi ).
B'zi_o+Atxi_1=b"
z¢20

Apos refinadas todas as aproximacoes das fungoes de custo futuro

e total, estima-se uma cota inferior para o custo total do primeiro
estagio Q1(£Y) com z := Q;(£Y).

iii) Teste de parada: Verifica-se a condigdo Z — z < €. Caso
verdadeira, o algoritmo termina. Caso falsa, o algoritmo retorna

a etapa forward.

A demonstragao de convergéncia do Nested Cutting Plane em um ntimero finito
de iteracoes utiliza fortemente o fato de que as funcoes de custo futuro e total
sao fungoes poliedrais. Um panorama da demonstracao é dado observando que a
estratégia para encontrar solugoes viaveis na etapa forward gera ou a solucao 6tima,
e com isso satistaz ao critério de parada, ou um novo plano é acrescentado a cada
aproximagao da fungao de custo futuro na etapa backward. Supondo que em cada
iteracao um novo plano seja acrescentado, em um ndmero finito de passos terao
sido gerados todos os planos das func¢oes de custo futuro do ultimo estagio, ou seja,
Qr(-,-) = Qp(-,-). A partir dai, todos os planos gerados pelo corte médio (A.33)
para as aproximacoes do custo futuro do estagio 7" — 1 serao planos tangentes e do
mesmo modo em um ntmero finito de passos terao sido gerados todos. Por indugao,
em um numero finito de passos terao sido geradas todas as fungoes de custo total
e futuro de todos os estagios e a partir deste momento a solu¢ao da etapa forward
serd Otima. Felizmente, na pratica, a solucao 6tima é encontrada com muito menos
planos. Uma explicacao é que o algoritmo constroi iterativamente aproximacoes
lineares das fungoes de custo total e futuro em torno de uma solucao 6tima e nao
em todos os pontos do seu dominio efetivo.

Uma das formas de verificar que z = ) je v P dzd ¢ uma cota superior para o

problema original é provar que a fungao de custo total em um dado estagio ¢ possui
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a seguinte cota superior:
) . 1
Qu(x’ W)y < = [ ) picfat |, (A.35)

onde T (j) é o conjunto de vértices da sub-arvore com raiz em j. Para o primeiro
estagio, a desigualdade (A.35]) equivale a:

2* = Q(¢Y) < ll Z pickak | = ijcjxj =Z.

p keT (1) JEN

A demonstragao da relagao (A.35)) pode ser feita por induc¢ao no estéagio. Com
efeito, para o ultimo estagio T, a fungao de custo futuro Qr,1(-,-) é nula e por isso
Qr(z, V) =~ min  dup <,

Bizt+ Al xp=b’
=0
onde j é um vértice sucessor de i. Pois, pela construcao da etapa forward, 27 é viavel
(6tima) para o problema que define Qr (27, £191), ja que 27 é solucdo do problema
de minimizacao que define DT(:ci,ﬁ[j]) e ambos os problemas possuem o mesmo
conjunto viavel (e neste caso, mesma fungdo objetivo). Supondo a desigualdade

(A.35) valida para os vértices k do estagio t + 1:

< 1
Qua(a, My < — | > plda |, (A.36)
p leT (k)

mostrar-se que (|A.35|) também ¢ valida para os vértices j do estagio ¢, completando
assim a prova por indugdo. Inicialmente, observa-se que (A.36)) induz uma cota

superior para a funcao de custo futuro associada ao vértice j do estagio t + 1:

@t+1(xj7§[j]) = Z pijt+1<xj7§[j])

keS(4)

< Z Djk Z)plclxz

k
kes(j) P 1T (k

1 (B
= Z i Z p'cat |, (A.37)
keS(j) 1T (k)

onde na tltima igualdade (A.37) se utilizou que a probabilidade p de um vértice k é
igual a probabilidade p; do vértice j antecessor a k multiplicada pela probabilidade

condicional p;; do vértice k condicionado ao vértice j, ou seja, p* = p/p;;. Por sua
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vez, a cota (A.37) da fungao de custo futuro induz uma cota para a fun¢ao de custo
total:

Q2" €Wy = min  dzy + Qpy(wy, EV)
B]$7'+A>J(C)Et:b]
Tt=

< 2!+ Qpy(a?,€V))

< dl + Z é Z plcl$l

keS(5) leT (k)

Z pkckl‘k 7

1
P\

onde x7 ¢ uma solucdo viavel do problema que define Q,(z?,£U), visto que 27 é
solucdo do problema de minimizacdo que define ;(z%, V1) e ambos os problemas
possuem o mesmo conjunto viavel. Isto prova o passo de inducao e portanto a relagao
(A.35)).

Apesar do Nested Cutting Plane ser um algoritmo geral e de convergéncia
finita, na pratica funciona apenas para casos em que a arvore de cenarios é
pequena. Pois, no caso de uma &arvore de cenarios com T estagios cujos vértices
possuem um numero constante nm de sucessores, o numero total de vértices é
L+n'+n?2+ - +nT"t = (n —1)/(n —1). Uma &rvore dependente possui
uma funcao de custo futuro por vértice e por isso o nimero de fungoes a serem
estimadas cresce exponencialmente com relagao ao ntumero de estégio. Por exemplo,
se o planejamento for para um horizonte de 7" = 10 estagios e com um numero de
sucessores constante n = 20, o namero de fungoes de custo futuro a serem estimadas
¢ (2019 —1)/(20 — 1) ~ 5,38 x 10'. Se a resolucao de cada problema referente a
aproximagao do custo total demora em média 0, 01 segundos, o tempo médio
para a execucao da etapa forward seria em torno de 170 anos.

No caso de uma arvore de cenarios independente, o niimero de fungoes de custo
futuro a serem estimadas cai para 7'— 1, uma em cada estagio {Q,(-) | t = 2,...,T},

e o custo total se reduz a:

Qt(l’t—lfj) =  min .ijt + @t+1(xt)>
Blgi_1+Alxi=b?
x>0

como descrito em (A.27)). Com isso, as aproximagoes inferiores das fungoes de custo

futuro sdo tnicas por estagio {Q;(-) |t = 1,...,T} e as do custo total sdo tantas
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quanto forem o nimero de aberturas de cada estégio:

Qt(l’t_l, 5]) = min_ ) C]l’t + Qt-&-l(xt).
BJZEt71+A]:Et:bJ
120
Apesar dessa reducao de complexidade gerada pela estrutura especial de uma
arvore independente, o Nested Cutting Plane ainda é impraticdvel no caso de
muitos estagios, pois tal algoritmo visita todos os vértices da arvore de cenérios

na etapa forward e backward e neste caso o numero de vértices também cresce

exponencialmente com relagao ao niimero de estégios.

A.6.2 Aplicagao: problema do planejamento de longo prazo
da operacao

A finalidade desta secao é mostrar como o algoritmo Nested Cutting Plane pode
ser aplicado ao problema de planejamento de longo prazo da operagao visto na
segao [A.4 Vale ressaltar que, na prética, o tempo computacional necesséario para
se resolver um problema de otimizagao estocéastica com o algoritmo Nested Cutting
Plane pode ser proibitivo, quando considerado um ntimero moderado de estagios.
Como visto ao longo da segao os requisitos para a aplicacao do Nested

Cutting Plane sao:

1) O recurso deve ser relativamente completo, ou seja, toda decisao viavel do
problema associado a funcao de custo total de um estagio deve produzir um

problema viavel no estagio posterior;

2) As fungoes de custo futuro devem ser limitadas inferiormente, isto é, deve existir
uma constante M € R tal que Q,(-,-) = M.

3) O problema que define a fung¢ao de custo total sem o termo da fungao de custo

futuro deve ser limitado inferiormente:

—00 < min axy (A.38)
Bixi_1+Atxi=bt
x+=0

4) Deve-se explicitar o calculo dos subgradientes da aproximagao da fungao de custo
total.

Para verificar e é necessario relembrar a formulacao por programacgao
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dindmica do problema de planejamento de longo prazo da operagao:

Qu(v,apy) = min 3 g Dier Cigy + BQui1(ver1, ag)
S$.a. Viy1 =V +ay —qr — St

Quk ZjeTk G5 + Zleﬂk(ftlk — fi) = dw, Vke K

O<wv1 <0, 0<¢g<q, O0<s,

@tse=q¢, g<@<g [<fi</[

E [Qt+1<vt+1>a[t+1]) ‘ a[t]] s te{l,...., T -1}

@t+1(vt+1>a[t]) = { 0 =T

para todo ¢t = 1,...,T. No tltimo estégio 7', a funcao de custo total Qr(vr, arry) ¢
positiva, pois a respectiva funcao objetivo compreende apenas o custo das térmicas
e este custo é positivo. Como cada funcao de custo total Qr(vr, apr) é positiva, a
funcdo de custo futuro Q(vr, arr—1)) também ¢, pois ¢ a esperanga condicional de
Qr(vr, apry). No pentltimo estagio 7'— 1, a funcao de custo total Qr_q(vr—_1, afr—1))
é também maior do que ou igual a zero, pois a respectiva func¢ao objetivo compreende
o custo das térmicas e também o custo futuro @T(UT, arr—1). Por inducao no estagio,
mostra-se que as fungoes de custo total e futuro sao todas positivas e por isso M = 0
atende ao requisito . Além disso, o requisito |3) ¢ atendido, pois 0 é também o
limite inferior de .

Com relagao ao requisito , é preciso verificar se o problema referente a funcao
de custo total Q:(vy, ap) é vidvel para todo par viavel (v, apg), ou seja, para
qualquer energia armazenéavel que respeite os limites operativos 0 < v; < U e para
qualquer afluéncia energética af; que o modelo estocastico considere. Porém, a
restrigao de defluéncia minima ¢; + s; > ¢ pode nao ser atendida caso cenarios de
baixa afluencia ocorram. Uma maneira de contornar este problema é considerar
esta restricao na funcao objetivo com uma penalidade associada ou implementar
a abordagem por cortes de viabilidade do Nested Cutting Plane (RUSZCZYNSKI
[56]). Entretanto, isso nao resolve a questao de modelagem, pois a restrigdo ¢;+s; = q
nao é garantidamente satisfeita, podendo resultar em um custo alto e artificial,
no caso da penalidade, ou num certificado de inviabilidade, no caso dos cortes de
viabilidade. Na opiniao do autor, é necessaria uma anéalise mais profunda para que se
possa descrever esta restricao de maneira mais coerente. Como nao existe nenhuma

sugestao satisfatoria na literatura, adota-se a formulagao por penalidades que é a
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abordagem tradicional do setor:

Qi(ve, apy) = min 3 g D Cigy + pl s+ BQui Vet agy)
S.a4. Vg1 =V +ay — Qg — S

Qe + Djer, 9t + 2iea, (farx — fua) = dw, ke K (A.39)

0<'Ut+1<6, 0<qt<a7 Oésta Oguta

Gtsetw=q g<@<g [<fi<][

E [Qt+1(vt+17 CL[t+1]) ’ a[t]] s te{l,..., T -1}

@tﬂ(vtﬂ,a[t]) = { 0 =T

onde o vetor de decisdo ¢ dado por xy = (Vis1, G, St, Gt, fr,ut) € pr € o vetor de
penalidades. Observa-se que as analises feitas para os requisitos [2)) e |3|) continuam
validas para esta nova formulagao, pois apenas um custo positivo foi acrescentado e
por isso todo argumento segue de maneira analoga.

Considerando essa nova formulacao por penalidades, é possivel satisfazer ao
requisito admitindo a hipotese de que, para a geragao térmica minima e o
intercambio minimo, o total de geragao térmica (sem deficit) somado ao intercambio

liquido é menor ou igual do que a carga de cada subsistema e estagio, ou seja,

Z g1+2(ilk_ikl)<dtkg VkEK’

jETk\{ek} lEQk

para todo ¢ = 1,...,T. Com isso, a partir de qualquer par viavel (v, ap) ¢ possivel

produzir um vetor de decisao viavel da seguinte forma:
e mantendo a mesma energia armazenada (v;41 = vy);
e ndo turbinando nada (¢; = 0);
e vertendo tudo que afluir (s; = a;);

e produzindo a geragao térmica minima (g;; = gj), para toda térmica j diferente
do deficit ey;
e produzindo o intercAmbio minimo (f; = f)

e atendendo a carga restante dy, — ZjeTk\{ek}gj + Deq, ([}, — f,) com deficit

gekt;
e ¢ definindo a variavel de folga u; usual: v, = max{q — ¢; — s;,0}.

Obviamente esta operacao nao sera escolhida pelo modelo, mas o vetor de decisao

assim definido satisfaz as restrigoes do problema referente a funcao de custo total
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Q¢(vg, agy). Isso mostra que o problema com penalidades é relativamente completo,
atendendo ao requisito .

Por tltimo, para atender ao requisito4)) ¢ oportuno relembrar o algoritmo Nested
Cutting Plane. Como mencionado, é necessario que o processo estocastico {a;}’_,
seja discretizado e representado por uma arvore de cenarios. Além disso, inicializa-se
as aproximagoes das fungoes de custo futuro por constantes que sao cotas inferiores
das funcoes originais. Estas constantes sao 0 para o planejamento de longo prazo,
ou seja, inicialmente ﬁtH(-, ) := 0. Numa iteragdo qualquer, a aproximagao da
funcao de custo futuro é dada por

Qi1 (v, ) = max (rfv +97)

e a aproximacao da func¢ao de custo total é

Q¢ (vy, a[ﬂ) = min Y, . ZjGTk cigj + pfug + 5§t+1(1}t+1, a[j])
S.4. UVpp1 = U + a’l — G — St
Qi + ZjeT;c G5 + Zleﬂk(ftlk — fwr) = dw, VkeK .
O<wvp1 <7, 0<qg<q 0<s, 0<u,

Gt+sitw=q g<@u<g [f<[<[

Com o intuito de facilitar o calculo da aproximacao da funcao de custo total e os
respectivos subgradientes, ¢é interessante reformular sua defini¢ao como um problema

de programacao linear:
Qi(vy,abl) = min Dkek ZjeTk CiGej + P Ur + A1

5.a. Vi1 =V +al —q — S

Qe ZjeTk 9t + Zleﬂk(ftlk — firr) = dw, Vke K

(A40)
0<Ut+1<@7 qutgqa Ogslﬂ Oguty

Gt+si+u=q g<gu<g [<[<S

leUt_A,_l + %j < Quu, Viel’

onde agora as variaveis de decis@o sao x; = (Vii1, @, St, Ges fts U, Qipy1)-

A seguir, apresenta-se uma férmula de referéncia para o calculo de subgradientes
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dada pelo valor 6timo de um problema de programacao linear:

V(zr) = min &'y
y
s.a. Ay =b (7p,)
Azy < bg (7Tb2) ) <A41>
Tlil' + le = hl (7Th1>
Tor + Woy < hy  (mh,)

tal que y é a variavel de decisao de (A.41), (7, Ty, Thy, Thy) S@0 as solugdes duais
6timas associadas as restrigoes indicadas e x é a variavel de estado, isto é, a variavel
de interesse que uma vez fixada define as restricoes do problema . Abaixo
seguem as propriedades da func¢ao V().

Fato 5: V() é uma funcao poliedral. Quando V'(z) ¢ finito, o subdiferencial de

V() no ponto z é:

V(x)=-[00T T, D(), (A.42)

B {_Tl—rﬂhl - T2T7Th2 de Thx + Wiy = hy e Tox + Way < hy

Th, € The 820 as solucoes duais étimas}
b

~

onde ®(z) é o conjunto das solugoes duais otimas (my,, Tp,, Ty, Thy) associadas a
(A.41])).

Com este resultado, o que precisa ser feito para o calculo dos subgradientes de
(v, abl) é identificar as restricdes de (A.40)) com os blocos do problema . Os
blocos A1y = by e Asy < by compreendem as restrigoes de igualdade e desigualdade
que nao possuem relagao com o estado, respectivamente, e os blocos T1x + Wiy = hy
e Tox + Wy < hy compreendem as restricoes que possuem relagao com o estado x.
De forma a facilitar a construgao desses blocos, é interessante que todas as restrigoes

de (|A.40) sejam escritas em notacao vetorial e ndo em notagao indicial.

Notagao indicial Notacao vetorial
Z 2 Cj9tj c'gi
keK jeTy,
Qi + Z Gt + Z (fuk — foe) = dwe, Vke K | ¢+ Mg, + Mpf, = d,
J€T) 1eQ _ —
levt—i-l + ’Yl] < Qip, Viel! Rvgq +97 < Qi1 -1

Tabela A.4: Conversao de notagao indicial para vetorial.

Seguindo a notagio descrita na tabela [A.4] onde 1 := (1,...,1)T € Rl ¢ |K|

é a cardinalidade do conjunto de subsistemas K, é possivel reformular o problema
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(A.40) com restri¢oes apenas vetoriais:

Qi (vy, a[j]) = min c'g +pup + B4
S.a. Vpp1 = V¢ + a’l — q: — St
gt + Mg, + Mp f, = d;

(A.43)
O0<v1 <7, 0<@<q, 0<s, 0<u,

Com o intuito de descrever o problema (A.43|) nos moldes de ({A.41)), observa-se que:
e a variavel de decisao y é igual a (viy1, @, St, G¢, fi Ut,§t+1);
e a variavel de estado x € igual a © = vy;

e 0 custo associado a decisao y é

Vel @ St G fr w Qi1

c= ( 0 0 0 ¢ 0 p B ) 3
e 0 bloco referente a restricao de igualdade Ay = by é

Vt+1 Q¢ St Gt It Uy Qt+1

Ai=(0 I 0 My Mp 0 0 ), b=4d
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e 0 bloco referente a restricao de desigualdade Asy < by é

Ui+l Qi se g fr ow §t+1
I 0 0 0 0 0 0 v
0 I 0 0 0 0 0 q
0 0 0 1 0 0 0 qg
o 0 0 0 I 0 0 f
-1 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0
Ay = , by =
0 0 —-I 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 I 0 0
0 -1 —I 0 0 I 0 —q
0 0 0 —-I 0 0 0 -9
0 0 0 0 I 0 —i
R 0 0 0 0 -1 —nyd

e 0 bloco referente a restricao de igualdade Thx + Wyy = hy é

Ut Veyr @ St G fr w Qt+1

Tv=(-I), Wi= (I I I 0 0 0 0), h=a

e 0 bloco referente a restricao de desigualdade Tix + Wiy < h; nao existe, pois
neste caso especifico, nao existe nenhuma restricao de desigualdade que envolva

vy € as outras variaveis.

Portanto, pelo Fato 5), obtém-se a seguinte expressao para o subdiferencial de

Q4 (vy, al?):

I

o (v, ab) = — [0 0 T D(x) =

= {m e RIXI

Com isso, esta atendido o requisito {f) e é possivel aplicar o Nested Cutting Plane

7, € solugaos dual 6tima da restrigao }

hidraulica vesq = v + @/ — ¢ — s; de 1’

ao problema de planejamento de longo prazo da operacao reformulado (A.39)).

A.6.3 Algoritmo SDDP

Como mencionado ao final da se¢ao sobre o Nested Cutting Plane (A.6.1)), a aplicagao
desse algoritmo é impraticavel no caso de muitos estagios, mesmo quando a arvore

de cenarios é uma arvore independente, na qual o nimero de fungoes de custo futuro
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é reduzido para uma por estigio. A razao do Nested Cutting Plane ser impraticavel
é o fato dele visitar todos os vértice na etapa forward e backward.

Um aperfeicoamento do Nested Cutting Plane para o caso particular de uma
arvore independente é um algoritmo que nao visita todos os vértices na etapa forward
e backward, mas sim alguns deles. Com base neste ideia, uma estratégia consiste
em sortear, na etapa forward, alguns cenarios obtendo do primeiro ao tultimo estagio
solucoes viaveis ao longo das observagoes sorteadas e, na etapa backward, percorrer
tais observagoes do tltimo ao primeiro estagio refinando a aproximacao da unica
funcao de custo futuro de cada estdgio em torno da solucao viavel obtida.

Relembrando a descrigao da secao de arvore de Cenarios, um cenario é uma
observagao ao longo de todos estagio, isto é, é uma realizacao da variavel aleatoria
§r)- Seguindo a notagao de arvore, o conjunto de valores que a variavel aleatoéria
&y pode assumir é {¢U) | j € N7} e o respectivo conjunto de probabilidades &
{p" | j € Nr}. Além disso, denota-se por & a varidvel aleatoria associada aos t
primeiros estagios de [}, cujo o conjunto de realizagoes e probabilidades associadas
sao {€Ud | j e N7} e {p’* | j € N7}, respectivamente, onde j; é o ancestral do vértice
j no estagio t .

Com o intuito de descrever as solugoes viaveis obtidas ao longo dos cenéarios
sorteados, denota-se por x;(&[q) a solugdo 6tima encontrada no estagio ¢ para o

problema que define a aproximagao do custo total Q(zi—1(&p-11),&):

z¢(&y) € arg min ¢l x4+ Qo (),
Bizt—1(§[¢—1]) +Atzt=bt
x+=0

onde x;_1(£[;—1]) ¢ uma solucdo 6tima encontrada no estagio anterior, lembrando que
& € a variavel aleatoria que representa a incerteza nos parametros (cg, Az, By, by).

Neste contexto de solugoes viaveis sorteadas, a ideia de se refinar a aproximacao
da fungao de custo futuro por meio do corte médio ao longo das decisoes encontradas
na etapa forward precisa ser reexaminada. Seja &I o cenario sorteado na etapa
forward, isto é, {1 = ¢l onde i é um vértice do tltimo estagio T. De forma

semelhante, a média dos planos tangentes das aproximacoes da funcao de custo
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total € uma cota inferior para a fungao de custo futuro:

Quzi1) = Y, i @il &)

jES(it_l)
> D P Qulw, &)

jES(itfl)

= Z Pivai Q1. &) + ¢ (w1 — 27y))

jES(it_l)
> > Pl )+ Y (pigd) (e —ay)  (Add)
jES(ie—1) jeS(it-1)

vxt—la

onde i;_1 é o ancestral do vértice i referente ao estagio t — 1 e x} ; é uma solucao
viavel obtida no estagio ¢t — 1 para o cenario ¢, ou seja, ¥ | =z, (€l—1),
Portanto, é possivel calcular solugoes viaveis ao longo dos cenarios sorteados e
obter aproximagcoes inferiores em torno destas solugoes para cada funcao de custo
futuro via corte médio. Porém, perde-se com isso a cota superior Z = ). N i,

onde 27 & a solucao viavel obtida no vértice j da arvore de cenarios

/e argmin ¢ x4+ Quyi(2y)
Bige() 1 Az, —bi

z:=0
pois, para se obter Z é necessario calcular solucoes viaveis para todos os vértices da
arvore. Desta forma, a regra de parada precisa ser reavaliada.
Uma forma de superar esta dificuldade é construindo um estimador para a
cota superior Z = ), jen P’z Uma inspiragao para essa constru¢ao ¢ a seguinte
identidade:

E [Z ctxt(ﬁ[t])] = > pdal. (A.45)

t=1 JEN

Supondo a relagao (A.45), seja {{7,,}2_; uma amostra i.i.d dos cenarios da arvore

de cenarios, ¢, a componente de custos de &, e x;, a solucao obtida no estagio

t para &1y, ou seja, Ty, = x(&,). Entdo, pela Lei dos Grandes Numeros, o
; > ._ 1NN T

estimador Zy = %>, (thl ct,na:t,n) converge quase certamente (q.c) para a

cota superior desejada:

% Z <Z Ct,nxt,n> IS E !Z ctxt(f[t])] : (A.46)

Portanto, Zy é um estimador consistente para zZ. Adicionalmente, uma forma de
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estimar a incerteza do estimador Zy é pelo seu desvio padrao amostral

ou por seu intervalo de confian¢a 95% assintoticamente normal [Zy — 1.960y,Zn +
1.960y].

Para mostrar a relagao , basta decompor a esperanca em uma soma de
esperancas condicionais multiplicadas pelas respectivas probabilidades. Esta forma
de decompor a esperanca é chamada de Lei das Expectiativas [teradas. Com efeito,
pela linearidade da esperanca, o lado esquerdo de pode ser decomposto em
uma soma: . .

E [Z ctxt(f[t])] = Z E [ctxt(f[t])]
t=1 t=1

e, pela Lei das Expectativas Iteradas, cada componente pode ser reescrita por

E [CtIt(f[t])] = Z E [Q%(f[t]) ‘ §[t] = g[j]] P <£[t] = §[j])

JEN:

D Elawdén) | & = €91 p
JEN:
Y

JEN:

onde a identidade E [c,z (&) ’ & =& [j]] = /27 decorre ao observar que ¢ = ¢;(&7)
e 27/ = x,(€V]). Somando do estagio 1 até o horizonte T, obtém-se o lado direito da
equacao (A.45)).

O algoritmo que leva em consideragao essa amostragem dos cenarios para o
calculo de solugoes vidveis e a dada modificacao no célculo do corte médio para
a aproximacao da funcao de custo futuro numa arvore de cenérios independente é
chamado de SDDP, (PEREIRA e PINTO [50]). Este algoritmo pode ser descrito

em duas etapas e um critério de parada:

i) Etapa “forward": encontra-se solugoes viaveis em torno das quais
se obtera linearizacoes que aproximam inferiormente a funcao de
custo futuro. Isto ¢ feito sorteando cenérios {&yr),}Y_, da arvore
e percorrendo-os em ordem crescente de estagio de modo a obter

a solugao otima 7, = 2,({») de cada problema de minimizacao
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i)

iii)

que define Q¢ (7}, ,,, &)

arg min CenTt + Qi1 (2),
Bt,nxzilyn+At,nmt:bt,n
x>0
onde z} ,, € a solugao 6tima do problema do estégio anterior, ou
seja, xf 1, = T—1(§¢-1]n). ApOs calculadas todas as solugoes
viaveis de todos cenéarios sorteados, constroi-se um estimador Zy

para a cota superior do custo total do primeiro estagio Q1 (£!).

Etapa “backward": calcula-se as aproximagoes lineares inferiores
das fungoes de custo futuro centradas nas solugoes viaveis obtidas
na etapa forward. Isto é feito percorrendo cada cenario sorteado
¢l em ordem decrescente de estéagio, calculando em torno de cada
ponto viavel z7 , = x,_1(£1) a aproximacio do custo total
Qi(xf |,&7) e o respectivo subgradiente ¢/ € 0Q;(z} |,&7), para
todo vértice j sucessor de i; ;. Essas informagoes sao utilizadas na
construcao do corte médio que é agregado ao conjunto de

estimativas da funcdo de custo futuro £Q,(-):

ﬁt(xt_l) ‘= max {ﬁt(xt_l),
N P, ) + (Pic1i”) (w1 = 2i)}

jeS(it—1) je€S(it—1)

(A.47)

Apos refinadas todas as aproximacgoes das funcoes de custo futuro
e total, estima-se uma cota inferior para o custo total do primeiro

estagio Q1(£Y) com z := Q;(£Y).

Teste de parada: Verifica-se a condi¢ao z € [Zy —20y,Zn +20x].
Caso verdadeira, o algoritmo termina. Caso falsa, o algoritmo

retorna a etapa forward.

A justificativa do artigo original PEREIRA e PINTO [50] para este critério de
parada é que a cota inferior z deve ser comparada com a precisao do estimador Zy
da cota superior Z. Entretanto, este critério de parada pode ser um tanto otimista,
como descrito em SHAPIRO [62]. Um critério de parada menos otimista para o

SDDP pode ser a estabilizacao da cota inferior z ao longo das iteragoes:

4 —Z
Znew “old < A,

‘Eold|

onde z,, ¢ uma cota inferior obtida em uma dada iteragao, z,,, é uma outra cota
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obtida em uma iteracao posterior e A é o parametro do ganho relativo usado para
definir a estabilizacdo das cotas. E importante observar que a estabilizacao das cotas
inferiores nao significa que o problema tenha sido resolvido a otimalidade e sim que
mais iteragoes do algoritmo SDDP nao melhorariam significativamente a qualidade

da aproximagao das fungoes de custo futuro.

Extensao do algoritmo SDDP - caso de arvore dependente

O leitor poderia se perguntar se esta estratégia de sortear cenéarios pode ser adaptada
ao caso de uma arvore de cenarios dependente. A principio sim, mas no caso
geral o nimero de fungoes de custo futuro é exponencial em relagao ao namero de
estagios. Logo, esta estratégia amostral nao produz nenhuma melhora significativa
no caso geral, pois a qualidade da aproximacao do custo futuro em um dado estagio
depende da qualidade da aproximacao do custo futuro dos estagios posteriores e
com um ndimero grande de estagios nao se teria uma boa aproximagao da solugao
do problema.

Entretanto, para arvores de cenarios dependentes que possuam uma estrutura
particular é possivel estender o SDDP de maneira satistatoria. Por exemplo, é
possivel estender o algoritmo SDDP para arvores K-Markovianas, ou seja, uma
arvore dependente de no maximo K termos passados. O artigo de PHILPOTT e
DE MATOS [52] considera uma arvore 1-Markoviana, isto é, uma cadeia de Markov

de estados e tempos discretos.

Extensao da regra de decisao obtida via SDDP

Considerando a definicao da aproximacao da funcao de custo futuro para o caso
de uma &arvore independente, é possivel estendé-la de forma simples para outros
cenarios {[7] que nao estao contidos na arvore de cendrios apenas substituindo & na

sua expressao original:

Qt(xt—ly gt) = min C;rl’t + §t+1($t) t= 1, ce 7T‘. (A48)
Bizi—1+Arzi=bt
x>0
Com isso, ao final do processo iterativo do SDDP, é possivel estender as regras de
decisao x;(£[q) (politica) para outros valores de incerteza &;. A forma que isto é

feito ¢ andloga ao calculo da etapa forward do SDDP para um cenério §7:

. T =
z¢(&) € arg min ¢, oy + Q).
Bizr—1(§[¢—1)) +Atzt=by
x:=0
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A.6.4 Aplicagao: problema do planejamento de longo prazo

da operagao considerando os modelos PVAR e PVAR,,

Como observado na sec¢ao [A.6.3] é necessario que o processo aleatoério do problema
de otimizacao estocastica possua componentes independentes para a aplicacao do
algoritmo SDDP. Porém, no caso do problema de planejamento de longo prazo da
operagao assumir que as afluéncias {a;, as, ...} sejam independentes desconsidera
uma caracteristica importante do fenémeno que é a correlagao temporal.

Uma maneira de incorporar a informagao da correlacao temporal da afluéncia
sem violar a hipotese de independéncia necessaria para o SDDP é construir um
modelo de série temporal com erro independente para as afluéncias {a;,as,...} e
incluir este modelo na formulagao do problema de otimizagao estocéstica. Isto é feito
reformulando o problema original de modo a considerar a afluéncia a; como variavel,
a equacao do modelo de série temporal como restricao e o erro independente como
o unico parametro aleatorio.

O problema de otimizacao estocastica reformulado deve ser convexo, pois a
propriedade de convexidade é fundamental para os algoritmos baseados em planos
cortantes como é o caso do Nested Cutting Plane e do SDDP. Para garantir a
convexidade do problema, é necessario que a equacao que define o modelo de série
temporal seja expressa por meio de uma férmula linear, ou seja, a afluéncia a; deve
ser uma fung¢ao afim das afluéncias passadas. Uma restri¢ao nao linear de igualdade
destroi a propriedade de convexidade de um problema de otimizagao matemética.

O modelo de série temporal considerado hoje em dia é um caso particular do
modelo Periodico Vetorial Autorregressivo (PVAR), e em sua versao original ¢ um
modelo linear nas afluéncias e com erro aditivo independente. Apesar de satisfazer
a linearidade, o artificio utilizado na distribuigdo de erro do modelo PVAR para
garantir afluéncias sempre positivas destréi a independéncia das componentes de
erro. Para maiores detalhes vide CEPEL [§].

Como apresentado no capitulo 2] - secao 2.2 o PVAR consiste em um modelo
Vetorial Autorregressivo (VAR) para cada més que leva em conta a correlagao
temporal e a sazonalidade do processo. Relembrando, o modelo PAR de periodo

S e ordem p = (p1,...,ps), PVAR(p), para a afluéncia a; é definido por

bt
a; = Ct + Z q)t,uaft—ll + €, <A49>
v=1
para todo inteiro positivo ¢, onde os erros aditivos {€i, €z, ...} sao independentes.

Para cada tempo t, os coeficientes ®;, e as ordens do modelo sao iguais moédulo
S; os erros sao identicamente distribuidos moédulo S e com média zero. Em outras

palavras:
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— G =Cus e q)t,u = (I)t-i-&y;
= Pt = Pt+s;

— € possui a mesma distribuicao de €;,g; e

- E [Et] = 0.
Destaca-se que o modelo PVAR apresentado é vetorial, pois {a@i, as, ...} é uma série
vetorial. Consequentemente, ®; 1, ..., P, ,, sao matrizes e (;, € sao vetores.

Por ser um modelo com erro aditivo, a principal limitacao do PVAR quando
aplicado as afluéncias ¢ a possibilidade de gerar valores negativos de afluéncia. Como
mencionado no capitulo [2| - secao [2.5], as tentativas para contornar esse problema
introduziram como efeito colateral dependéncia temporal dos ruidos.

Com o intuito de superar as dificuldades do PVAR, propos-se no capitulo
- segao o modelo Peridédico Vetorial Autorregressivo Multiplicativo (PVAR,,).
Em sua concepc¢ao, o PVAR,, representa a correlagao temporal e a sazonalidade
de maneira analoga ao PVAR, porém com erros multiplicativos. A modificacao do
conceito de erro aliada a restrigoes nos coeficientes que garantam previsoes sempre
positivas possibilita ao PVAR,,, superar as limita¢oes apresentadas pelo PVAR.

Relembrando, o modelo PVAR,, de periodo S e ordem p = (p1,... ,ps),
PVAR,,(p), para a afluéncia a; é definido por

Pt
a; = (Ct + Z q)tﬂ,at_l,) ® 7, <A50)

para todo inteiro positivo ¢, onde os erros multiplicativos {my,ms,...} sdo
independentes. O simbolo e representa o produto de Hadamard que é definido como
um produto entrada a entrada entre vetores ou matrizes, ou seja, (a o b); = a;b;
e (Ae B);; = A;;B;;. Para cada tempo ¢, os coeficientes e as ordens do modelo
sao iguais modulo S; os erros sao identicamente distribuidos médulo S com média

unitaria e variancia constante modulo S. Em outras palavras:
— G =(iys € ‘I)t,y = ‘I)t+s,u§
— Dt = Pt+s;
— 1, possui a mesma distribuicao de n, g; e
- E[n]=1

Vale ressaltar que o modelo PVAR,,, apresentado é vetorial, pois {a1, as, ...} é uma

série vetorial. Por conseguinte, ®; 1, ..., ®;,, sao matrizes e (;, 1, sao vetores.
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No modelo PVAR,, a afluéncia também é uma funcao afim das afluéncias
passadas e o erro multiplicativo 17, ¢ independente. Uma expressao equivalente

a equagao (A.50) que enfatiza a relagao linear entre as afluéncias é dada abaixo:

a; = diag(n,) (Q + Zt: <I>t,l,at_y> , (A.51)

v=1

onde diag(n,) é a matriz diagonal criada a partir do vetor n,. Portanto, a utilizagao
do PVAR,, na reformulacao do problema de planejamento de longo prazo da
operacao para a aplicacao do algoritmo SDDP é legitima.

O objetivo desta secao é reformular o problema de planejamento de longo prazo
da operacao considerando os modelos PVAR e PVAR,, como restricao e o calculo
de subgradientes das respectivas fungoes de custo futuro e total. Recapitulando, a

secao - equagao (|A.43)) apresenta o problema de planejamento de longo prazo

da operagao em sua forma vetorial final e que por conveniéncia é escrito abaixo:

Q¢(vr, a)) = min ¢l g+ plug + 5@t+1(”t+17 ap)
$.a. Vg1 = U +Qy — Q¢ — St
¢+ Mg + Mpf, = d, (A.52)
O0<vu<v, 0<q¢<qg 0<s, 0<u,

Gtsetu=qg, gsg<g, [<[fi<[

{ E[Qt+1(vt+laa’[t+l]) ‘ a[t]] s tefl,..., T -1}

@t+1(0t+1>a[t])= 0 =T

onde o vetor de decisao é dado por x; = (viy1, G, St, G, ft, ur). Como observado, esse
problema satisfaz a todos os requisitos necessarios para o uso do algoritmo Nested
Cutting Plane, desde que a afluéncia a, seja sempre positiva.

Para facilitar a exposi¢cao da reformulagao do problema , é conveniente
representar os modelos PVAR e PVAR,, em termos da ordem maxima:

D
a; = Ct + Z (I)tﬂ,at,,/ + €4, <A53)

v=1

P
a; = dlag(nt) (Ct + Z <I>t7,,at,,> , <A54)
v=1

onde p é a maior ordem obtida de {pi,...,ps}. Se p; € menor do que p entao os
coeficientes @y, 11, Prp, 12, ..., Prp sao todos nulos. Esta representagao simplifica
a descricao dos argumentos da fungao de custo total e futuro no problema de

planejamento da operagao.
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O problema de planejamento de longo prazo da operacao considerando o
modelo PVAR para as afluéncias pode ser reformulado transformando o parametro
aleatéorio a; em variavel, ou seja, transformando o vetor de decisao x; =
(Ves1s Ges Sty Gty froue) em xp = (Vig1, @, Sty Gty fis e, @), substituindo o processo
aleatorio de a; para €; e adicionando a equagao do modelo PVAR (A.53) como

uma restricao do problema de otimizacao estocastica:

Qt([vt, a[t—ﬁ,t—l]]; Gt) = min CTgt + PtTUt + 5§t+1([vt+1, a[t+1—ﬁ,t]])
S.a. Vi1 =V +ay —q — St
a; = G+ Z,Ij:l ¢ a:, + €
q + Mg, + Mp fe = d;
O0<v41 <7, 0<q¢<q O0<s, 0<u,
Gt+setuw=q, g< g <, i<ft<?
(A.55)

E [Qt+1([vt+1: afir1-pa); €t+1)] ytefl,...,T—1}

@tﬂ([vaa{HPﬁt]D - { 0 =T

Vale relembrar que num problema de otimizacao estocéastica cujo processo aleatorio
{€1, €,. ..} possui componentes independentes o condicionante “| €;)” da esperanca
condicional que define a fungao de custo futuro é dispenséavel. A justificativa é dada
por uma inducao, desde o ultimo estagio até o primeiro, observando que cada fungao
de custo total do estagio t necessita somente da informagao de €;. Esta observagao
é trivial para o caso t igual a T. Com isso, é possivel dispensar o condicionante
“| €[q” da esperanca condicional que define a fungao de custo futuro do estagio t — 1.
Consequentemente, a funcao de custo total do estagio ¢ — 1 depende somente da
informagao de €;_; e assim sucessivamente.

De forma analoga, é possivel utilizar a mesma técnica para a reformulagao de
(A.52)) no caso em que o a afluéncia a; é representada pelo modelo PVAR,,,. Conside-
rando o modelo PVAR,,, para as afluéncias, o problema ({A.52)) pode ser reformulado
transformando o parametro aleatério a; em variavel, ou seja, transformando o vetor
de decisao zy = (Via1, @, Sty Gty foo we) em zy = (Vea1, @1, Sty Gty Jis Ut, @), substituindo o

processo aleatorio de a; para m, e adicionando a equagao do modelo PVAR,,, (A.54))
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como uma restricao do problema de otimizacao estocéstica:

Qt([Uh a[tfﬁ,tfl]L "7t) = min CTgt + P,:Tut + /6@t+1([vt+17 a'[t+1fﬁ,t]])
$.a. Viy1 =V +ay —qy — S

a, = diag(n,) (Ct + lezl (I)t,l'at—'/)

¢+ Mgy + Mp f = d,

O0<v1 <v, 0<q¢<q 0<s, 0<uy,

G+ setu=q, g< gt <, igft<?
(A.56)

E [Qt+1([vt+17 a[t+1—;ﬁ,t]]7 77t+1)] ,te {17 T = 1}

@tﬂ([“t“?a[t“_ﬁ’ﬂ]) - { 0 ,t=1T

Os argumentos das fungoes de custo total e futuro de e podem ser
justificados por inducgao. A justificativa sera feita para o problema , porém
todos os passos do desenvolvimento sao validos apenas trocando €; por n, e
por . Com efeito, seja t igual ao ultimo estagio T. Neste caso, a funcao
de custo futuro Q +1 € identicamente nula e o problema de otimizacao (A.55) esta
determinado uma vez fixados os parametros vy, ar_p, ..., ar—; e €p. Com isso, a
funcao de custo total do estagio T" ¢ da forma Q7 ([vr, ajr—pr—17], €r) e como o custo
futuro pode ser visto como a esperanca do custo total entao a fungao de custo futuro
do estégio T ¢ da forma Qp([vr, ajr—pr-17]). As hipéteses sobre os argumentos da
fungao de custo total e futuro do estagio ¢ + 1 sdo Qui1([vis1, ar1-54], €141) ©
Q1 ([Ves1, @py1-p.4]), respectivamente. Assim, o problema de otimizagdo (A.55)
estd determinado uma vez fixados os parametros v, a;—p, ..., a;—1 e €. Portanto,
a funcao de custo total do estagio t ¢ da forma Q;([v¢, ap—ps—1]], €) € como o custo
futuro pode ser interpretado como a esperanca do custo total entao a funcao de custo
futuro do estagio ¢ ¢ da forma Q,([vy, af—p.-11)), concluindo a prova por indugdo.

Como visto na segao[A.6.3] o algoritmo SDDP ¢ baseado nas mesmas técnicas do
Nested Cutting Plane para a obtencao de solugoes viaveis e calculo de subgradientes.
Portanto, o SDDP possui os mesmos requisitos do algoritmo Nested Cutting Plane
com a exigéncia adicional do processo aleatério possuir componentes independente.

Por comodidade, lista-se abaixo os requisitos do algoritmo SDDP:
1) O processo aleatorio {£;,&s, ... } deve possuir componentes independentes;

2) O recurso deve ser relativamente completo, ou seja, toda decisao viavel do
problema associado a funcao de custo total de um estagio deve produzir um

problema viavel no estagio posterior;
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3) As fungoes de custo futuro devem ser limitadas inferiormente, isto é, deve existir
uma constante M € R tal que Q,(-,-) = M.

4) O problema que define a fung¢éo de custo total sem o termo da fungao de custo

futuro deve ser limitado inferiormente:

—o0 < min Cxy (A.57)
Bixi—1+Atxi=bt
x>0

5) Os subgradientes da aproximagao da fungao de custo total devem ser calculaveis.

O requisito [I|) é atendido para os problemas de otimizacao estocastica (A.55)) e
(A.56|) considerando o modelo PVAR e PVAR,,, respectivamente, pois por hipotese

os parametros aleatorios & = €; e §; = m, formam um processo estocastico de termos

independentes. A demonstracdo de que os problemas (A.55)) e (A.56) atendem aos
requisitos[2), [3) e[) é analoga & mostrada na segao sobre a aplica¢ao do Nested

Cutting Plane. Vale ressaltar que a argumentacgao utilizada para justificar o item

se baseia no fato da afluéncia a; ser sempre positiva. Entretanto, como em geral o
modelo PVAR pode gerar afluéncias negativas é possivel que em algumas instancias
o problema seja inviavel. Ja o problema é relativamente completo, pois
o modelo PVAR,, com restricao nos coeficientes gera sempre afluéncias positivas.

Em relagao ao requisito [5)), a apresentacao do calculo dos subgradientes para os

problemas (A.55) e (A.56) é também anéloga a apresentagao feita na segao [A.6.2

sobre a aplicagao do Nested Cutting Plane. Por uma questao de completude da
exposicao, serd deduzido em detalhes o calculo dos subgradientes das aproximagoes
das funcgoes de custo total para cada um dos problemas e .

Para facilitar a exposicao do calculo de tais subgradientes, representa-se a ordem
do modelo PVAR e PVAR,, de cada més como fixa e igual a ordem méxima,
p = max,ps. Neste caso especifico, também é conveniente que o valor de p seja
maior do que ou igual & 2. Assim, se a ordem de um més ¢ menor do que p entao
os coeficientes associados aos lags inexistentes sao considerados zero, mas denotados

por uma notagao comoda para fiz de calculo.
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Calculo de subgradientes: caso PVAR(p)

Como enunciado em ((A.55)), o problema de planejamento de longo prazo da operagao

que considera a equacao do modelo PVAR como uma restri¢cao é dado por:

Qi([ve, ap—pi—11), €) = min g+ plug + 6@t+1([vt+17 afer1-p4))
S.a. Vg1 =V +ay —q — St
a; = G+ Z,Ij:l O a:, + €
qt + Mgy + Mp f; = dy
O<vn <7, 0<q¢<q 0<s, 0<u,
Gt+situ=q g<g<g [<fi<[
(A.58)

E [Qt+1([vt+1: ajp1-p4) €t+1>] s te{l,..., T -1}

@t+1([vt+l7a’[t+1*ﬁyt]]) = { 0 s t= T

Numa iteracao qualquer do SDDP, a aproximacao da funcao de custo futuro é

dada por
§t+1<[vt+1a a[t+1fﬁ,t]]) = Tlfé%x (71,4041 + My 1 @pg1—pe—1] + Keg@p + Vi) (A.59)
t

A partir da aproximagao da fun¢ao de custo futuro (A.59)), é possivel construir um

problema de minimizacao capaz representa-la de maneira equivalente:

§t+1([vt+laa[t+l—ﬁ,t]]): min §t+1

5.4, TyUi1 + L Qi1—pi—1] F K@+ Ve < Qi

Yie L,

Este mesmo problema pode ser escrito em uma forma vetorial:

§t+1<[vt+1;a[t+l—ﬁ,t]]): min §t+1

s.a. Ry + ap1-pp-1) + 4@ + 9 < Qi1
(A.60)

Com o intuito de descrever o problema que define a aproximagao da funcao de

custo total de modo mais conveniente para o calculo de subgradientes, é interessante
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representar a equacao do modelo PVAR da seguinte forma:

P
a; = (¢ + Z D, ai, + €

v=1

a1
=G+ [‘I)m e (I)t,ﬁ—l] e + Q1 pasp + €
Qi1 1-p
=G+ Py pp_n)apri—pi—1] + Prpai—p + € (A.61)

Reunindo as equagoes (A.60), (A.61) e apoiando-se na formulagao (A.58|) é

possivel descrever a aproximacgao da funcao de custo total para o problema em

questao como:

Q¢([ve, ap—pe-11], €) = min g+ plu + Qi
$.a. Vg1 =V + Ay — q — St

a; = G+ Py pp1Qpri—pi—1) + Lrpai—p + €

@+ Mg + Mp fe = dy

0<v1 <7, 0<q<q, 0<s, 0<u,
f
Ry + yappi1—p—1) + Kpay + 9 < Qiyr - 1

(A.62)

G+situ=q, g<g<g, [</[i

LA

A seguir, relembra-se a formula de referéncia para o calculo de subgradientes de

fungoes que sao valor 6timo de um problemas otimizacao linear:

V(zr) = min &'y
Y
s.a. Ay =0b (7b, )
Agy < b2 (7Tb2) ) <A63>
Tll' + le = hl (7Th1>
Tox + Woy < hy (7Th2)

onde y é a variavel de decisao de (A.63)), (mp,, Tp,, Thy, Thy) S@0 as solugdes duais
6timas associadas as restrigoes indicadas e x é a variavel de estado, isto é, a variavel
de interesse que uma vez fixada define as restricoes do problema . Abaixo
relembra-se as propriedades da fungao Q(x).

Fato 5: V() é uma funcao poliedral. Quando V' (z) ¢ finito, o subdiferencial de
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V() no ponto z é:

V() =—[00T T, D(x), (A.64)

7Th1

T T
= {_TI Thy — 1o Thy

e Tpo sao as solugoes duais (’)timas}
)

de Thx + Wiy = hy e Tox + Woy < hy

~

onde ®(z) é o conjunto das solugoes duais otimas (my,, Tp,, Th,, Th,) associadas &
(A.63]).

Dessa forma, pode-se obter a expressao do subdiferencial de Q;([vy, af[t_@t_l]], €;)
associando as variaveis e restricoes do problema do mesmo modo que o
problema . Neste sentido, observa-se que

e a variavel de decisao y é igual a (vii1, Qi St, 1, fo, U, Qg Qiv1);

a variavel de estado = é igual a (v, a[t_@t_l]);

e 0 custo associado a decisao y é:

Vil @ St G fr o w ay Qt+1

c=(0 0 0 ¢ 0 p 0 B );

o bloco referente a restricao de igualdade A,y = by é

Ut+1 Q¢ St Gt ft Uy Ay §t+1
Ar=(0 T 0 My Mpb 0 0 0 ) b= (d);

o bloco referente & restricao de desigualdade Asy < by é

Vvl Gt St 9t Jo w ay §t+1

I 0 0 0 0 0 0 0 T
o I o0 0 0 0 0 0 7
o 0 O I 0 0 0 0 [
o o0 o 0 I 0 0 0 f
-I 0 0 O 0 0 0 o0 0

4, o —-I 0 0 0 0 0 0 . 0’

o 0 —-I 0 0 0 0 0 0
o 0 0O 0 0 —-I 0 0 0
o —I —-I 0 0 —-I 0 0 —q
o 0 0O —-I 0 0 0 0 —g
o 0 o0 0 -—I 0 0 ~f
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e 0 bloco referente a restricao de igualdade Tix + Wiy = hy é

Ve Q—p+1t-1]  At—p
<—I 0 0 )
T, =
0 —®ups1 —Pip

Vil G St G fr owe ay §t+ 1
( I I I 0 0 0 -1 0 )
0 O 0 O 0 O I 0

n=(gre)
b G+e)’

e 0 bloco referente a restricao de desigualdade Tox + Woy < hy é

W, =

UVt Q—p4+1,t—-1] QAt—p

T, = (0 I, 0)

Vel @ St G fr w ay §t+1
Wo= (R 0 0 0 0 0 XK -1)

Como resultado do Fato 5), a expressao do subgradiente da aproximagao da

funcao de custo total (A.62)) é:

I 0 0
Ta Ty
_T;( )—T; (m) = [0 @[y ( )+ -7 | (=)
Ty 0 ™
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Portanto, a expressao do subdiferencial de Q([vs, ap—5-11], €) ¢ dada por:

Q([vr, appr ) &) = —[00 T T, ] D(x) =
( Ty, T, € T sa0 as solucoes duais )
Ty 6timas da restri¢ao hidréaulica,

= < (I)Z[Lﬁ_l]ﬂ'a — ,ZLI?TC da equagao do modelo PVAR e da ;.

(I)tT,ﬁWa inequacao dos planos de cortes do

problema (/A.58), respectivemente. |

\

Calculo de subgradientes: caso PVAR,,(p)

Como enunciado em ({A.56[), o problema de planejamento de longo prazo da operagao

que considera a equacao do modelo PVAR como uma restricao é dado por:

Qt([vh a[tfﬁ,tfl]]y 77t) = min CTgt + P,:Tut + 6@t+1([vt+1a a[t+1fﬁ,t]])
$.a. Viy1 =V +ay — Qg — St
a. = diag(n,) (G + X0, ®oar )
qs + Mig: + Mp fi = dy
O0<vn <v, 0<q¢<q 0<s, 0<u,
G+ setu=q, g< g <, igft<?

E [Qt+1([vt+17 a[t+1—;6,t]]7 77t+1)] ,te {17 T = 1}

@t+1([vt+17a[t+1_ﬁ’t]]) - { 0 =T

Numa iteracao qualquer do SDDP, a aproximacao da fungao de custo futuro é

dada por
Qi1 ([Ves1, Qprr-pa]) = max (740041 + My @1 —pr—1] + K@y +71y)  (A66)
t

A partir da aproximagao da fungao de custo futuro (A.66|), é possivel construir um

problema de minimizacao capaz representa-la de maneira equivalente:

Qi1 ([vis1, Qpee1—pg]) = min Qppq

5.a. TyUipr + N Qpg1—pi—1] T K@ + Ve < Qiga

Vie L,
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Este mesmo problema pode ser escrito em uma forma vetorial:

Qi1 ([Ves1s apr1—pg]) = min Quyy
s.a. Ry + a1 + 4@y + v < Qi1
(A.67)

Com o intuito de descrever o problema que define a aproximagao da funcao de
custo total de modo mais conveniente para o calculo de subgradientes, ¢ interessante

representar a equacao do modelo PVAR,,, da seguinte forma:

P
a, = diag(m,) | ¢ + Z (I)t,yaftV)
v=1

a1
= diag(nt) G+ [q)t,l T (I)t,ﬁf1] e +® 50 5+ €
ai11-p
= diag(nt) (Ct + @L[l’ﬁ_l]a[t_irl_ﬁ’t_l] + th’ﬁat,ﬁ) (A.68)

Reunindo as equagoes (A.67)), (A.68) e apoiando-se na formulagao (A.65)) ¢é

possivel descrever a aproximacao da funcao de custo total para o problema em

questao como:

Q([ve, a[t—f),t—l]]» 7;) = min clg + PtTUt + ﬁﬁtﬂ
$.a. Vg1 = V¢ + Q¢ — Q¢ — St
a, = diag(n,) (Ct + Q1511+ 1-p-1] T (I’t,ﬁat—ﬁ)
q + Mrg: + Mp fy = d;
O0<v1 <v, 0<q¢<q 0<s, 0<u,
G+ setu=q gGg<G< J
River + apipe—1) + 2Keay + 9 < Qi - 1

A seguir, relembra-se a formula de referéncia para o calculo de subgradientes de

funcoes que sao valor 6timo de um problemas otimizacao linear:

V(z)= min &'y
s.a. Ay =10b (7,)
Ay < by (7h,) > (A.70)
Tll’ + le = hl (7Th1)
Tgx + Wgy < hg ( )
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onde y é a variavel de decisao de (A.70), (my,, Ty, Thy, Thy) s@0 as solugdes duais
6tima associadas s restrigoes indicadas e x é a variavel de estado, isto é, a variavel
de interesse que uma vez fixada define as restrigoes do problema . Abaixo
relembra-se as propriedades da func¢ao V(z).

Fato 5: V(:) é uma func¢ao poliedral. Quando V' (x) ¢ finito, o subdiferencial de

V(+) no ponto x é:
V() =—[00T 1] D(x), (A.71)

T T
= {_Tl Thy — T2 Thy

Th, € Th2 s20 as solucoes duais ()timas}
b

de T1I+W1y = h1 (§ TQI‘FWQZJ < hz

A~

onde ®(z) é o conjunto das solugoes duais otimas (my,, Tp,, Ty, Thy) associadas &
(IA.70]).

Dessa forma, pode-se obter a expressao do subdiferencial de Q;([vs, ap—5:-17], €)
associando as variaveis e restrigoes do problema do mesmo modo que o
problema . Neste sentido, observa-se que

e a variavel de decisao y é igual a (vii1, Qi St, 1, fo, U, Qg Qiv1);
e a variavel de estado x ¢é igual a (v, ap—p—1);

e 0 custo associado a decisao y é:
Vel G St G fiow @y §t+1
e=(0 0 0 ¢ 0 p 0 B );
e 0 bloco referente a restricao de igualdade A,y = by é

Vi+1 Gt St Gt i w ay §t+1
Ai=(0 T 0 M Mp 0 0 0 ) b= (d);
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e 0 bloco referente a restricao de desigualdade Asy < by é

V41 Gt St gt Tt U Gy §t+1
I 0 0 0 0 0 0 0 v
0 1 0 0 0 0 0 0 q
0 0 0 I 0 0 0 0 q
o o0 0 0 I 0 0 0 f

—I 0 0 0 0 0 0 0 0

A, = 0 -1 0 0 0 0 0 0 by = 0 |

0 0O —-I 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0O —-I 0 0 0
0 -1 —I 0 0O —I 0 0 —q
0 0 0O —-I 0 0 0 0 -9
0 0 0 0 I 0 0 —i

e 0 bloco referente a restricao de igualdade Thx + Wyy = hy é
Ut A[t—p+1,t—1] a;_p
(—I 0 0 )
T1 = . .
0 —diag(n,)®np-1) — diag(n) Py
Vvl @ St G frowr o ay §t+1

<I I 1 0 0 0 —I 0)
Wy =
o 0 0 0 0 0 I 0

4= (i)
b \diag(n)¢/

e 0 bloco referente a restricao de desigualdade Tox + Woy < hy €

UVt Q—p+1,t—-1] QAt—p

T, = (O H, 0 )

Vel @ St G fr w ay §t+1
Wo= (R, 0 0 0 0 0 2K -1)

hy = (—7) )

Como resultado do Fato 5), a expressao do subgradiente da aproximagao da fungao
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de custo total (A.69) é:

1 0 0
-1y (:CL) -1y <7rc) =0 (I)tT,[Lﬁ—l] diag(mn,) <7Tv> + | -1 (Wc)
! 0 &/ diag(n,) ¢ 0
.
= cI)Z[l,ﬁfH diag(n,)m, — ,HtTWc
(I)Zﬁ diag(n,)m,
Ty
- (I)tT,[l,ﬁ—l]('r,t °Ty) — ﬂjﬂ-c

(I)Iﬁ(nt b 7Ta)

Portanto, a expressao do subdiferencial de Q;([vy, af—5:-11],m;) ¢ dada por:

0Qi([ve, ap—ps—n]smy) = — [0 0 T) T, D(x) =

-

=3 |20

7ﬁ7

Ty
1](77t i 7Ta) - rH\Iﬂ-c
q’zﬁ(m °T,)

Ty, Tq € T 820 as solugoes duais
6timas da restricao hidraulica,
da equacao do modelo PVAR e da

inequacao dos planos de cortes do
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